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Wiele ciekawego o liczbach Fibonacciego
Kalendarium
ok. 1500 p.n.e. formuje sie sanskryt wedyjski.
ok. 500 p.n.e. Panini opracowuje Osmioksigg.
ok. 300 p.n.e. Pingala pisze Traktat o prozodii.
ok. 700 n.e. Virahanka wypisuje
wyrazy maatrameru.
ok. 950-1150 rozprawy Pingali i Virahanki
komentuja Halayudha, Gopala
i Hemaczandra.

Zamiast wstepu

Liczby Fibonacciego naleza do tych obiektéow (ina-
czej: poje¢) matematycznych, ktére sa tatwe w per-
cepcji i na ktére kazdy moze samodzielnie natrafi¢ -
na przyklad odpowiadajac na pytania, na ile sposo-
bow mozna wchodzi¢ po schodach. Fascynuja od
wiekow i ciggle stanowig przedmiot dociekan. Maja
ciekawg historie. Juz sama ich nazwa zadziwia: nazy-

L L _ _ . 1202 Leonardo Pisano ogtasza
waja sie liczbami Fibonacciego, a pierwszy na nie na- Krvot Liber abaci
trafit nie Fibonacci. Kto zatem odkryt te liczby? Gdzie , Mmanusiiypt Liberabact

' ' 1876 Edouard Lucas ciag

to nastgpito i kiedy? Odpowiedzi na te pytania udzie-
la niniejszy tekst, pierwszy w tytutowym cyklu.

nazywa ciggiem Fibonacciego.

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

Czes$¢ 1. Virahanka liczy sylaby, my liczymy schody, wida¢ liczenie nie wyszto z mody

Pan Jourdain (bohater komedii Moliera Mieszczanin szlachcicem, ktérej premiera miata miejsce na
zamku w Chambord w roku 1670) nie zdawat sobie sprawy, Ze moéwi proza, ze istnieje poezja.
Wecale nierzadko bywa, Ze i nam sie przytrafia co§ podobnego. Na przyktad, nie dostrzegmay, Ze
tak prozaiczna czynnos¢ jak wchodzenie po schodach moze stac sie okazjg do zetkniecia sie z licz-
bami, ktérych bogatej historii poSwiecony jest niniejszy tekst.
Liczby te sg wyrazami ciggéw
V=_Vm)m=123.= (1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, ...),
F=(Fpn=0123.=(0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...);
przyktadowo, ich pigtymi wyrazami (tj. elementami o indeksie 5) sg V5 =8i Fs = 5.
Wyrazy pierwszego z tych ciaggdéw pojawity sie niejawnie okoto 2300 lat temu w rozwazaniach nad
pewng cechg jezyka, jakim wtedy postugiwano sie nad Indusem. Okoto 800 roku, a moze nawet
dwa wieki wczesniej, liczby, z ktorych sktada sie ten ciag, rozpoznat Virahanka (nazwisko to trans-
krybuje sie rowniez jako Virahaanka). W Europie poczatkowych 13 wyrazéw tego ciggu przedsta-
wit w 1202 r. Leonardo Pisano w manuskrypcie Liber abaci.
Drugi z tych ciggéw, F, od zaledwie 150 lat jest powszechnie zwany ciggiem Fibonacciego, jego wy-
razy zwane sg liczbami Fibonacciego, a autor Liber abaci znany jest jako Fibonacci.
Ciag Vjest z ciagiem F zwigzany (zaleznoscig Fiy = Vi1 dla kazdego indeksu k > 2) tak Scisle, ze
réwniez bywa nazywany ciggiem Fibonacciego.
Trzy powyZsze cezury czasowe (ostatnig z nich spowodowat, mozna rzec, artykut opublikowany
w roku 1876 przez Edouarda Lucasa) sa tymi, na ktérych zogniskowane sa kolejne trzy czesci ni-
niejszego cyklu. Do tych trzech dat dodajemy szereg innych - mianowicie te lata, w ktérych zaob-
serwowano i wykazano interesujace wtasnoSci liczb Fibonacciego.

ok. 300 p.n.e., 700 n.e. - Pingala i Virahanka licza sylaby

Stowo ‘sanskryt’ jest zapozyczeniem (poprzez jezyk angielski) terminu oznaczajacego dostownie
‘jezyk uporzadkowany’ (samskrtam). Powszechnie oznacza ono nie tylko tzw. sanskryt klasyczny,
lecz takze jego wczesniejsze warianty. Najstarszy z tych wariantow w literaturze okreslany jest
jako jezyk wedyjski, sanskryt wedyjski. Uformowat sie on okoto 3500 lat temu nad Indusem, sam
siebie zwat boskg mowg'. Sanskryt jest najstarszym z jezykéw indoeuropejskich (do tej rodziny je-
zykowej zalicza sie tez jezyk polski). Z uptywem wiekéw wyksztatcity sie z niego takie jezyki jak

1 giirvaana bhaasaa. Zapisane tu zbitki ii oraz aa wymawiamy jako jeden dzwiek, dtuzszy niz pojedyncze ii a.
Przyktadowo stowo M, $aanti (pokéj umystu) ma dwie sylaby ($aa, nti) i trwa trzy mory. Wziety z taciny
termin ‘mora’ oznacza jednostke trwania wypowiedzi.
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hindi - jest on pierwszym jezykiem 180 milion6w oséb (a wskutek jego podobienstwa do wielu in-
nych jezykow jest zrozumiaty przez niemal 600 milion6w). Okoto 500 r. p.n.e. medrzec Panini
opracowat Osmioksigg - zbiér 3959 regut gramatycznych, ktérych przestrzeganie stanowi o czy-
sto$ci mowy. Wdrozenie tych regut przeksztatcito jezyk wedyjski w sanskryt klasyczny.

W duzej mierze o tym, jak brzmi mowa, stanowig jej wiasciwosci prozodyczne, a wiec takie jak ak-
centowanie, intonacja i iloczas. Z iloczasem mamy do czynienia wtedy, gdy te samg samogtoske
(a takze sylabe) mozna wymawia¢ krétko lub dtugo, gdy czas niezbedny do jej artykulacji trwa
jedng more lub dwie mory. W polszczyznie iloczas zanikl w XVII wieku, jest obecny na przyktad
w angielskim i czeskim. W dawnej grece i w klasycznej tacinie peinit role wrecz kluczowg - méwic
pieknie i recytowac znaczyto nade wszystko melodyjnie operowac iloczasem, sktada¢ zdania z od-
powiednio dobranych sylab kroétkich i dtugich. Ten porzadek byt bodaj jeszcze wazniejszy w san-
krycie, gdzie sylaby krotkie nazywa sie laghu aksara, za$ dtugie - guru aksara.
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Ryc. 1. Po lewej stronie: strona tytutowa Traktatu o prozodii Pingali wzbogaconego o komentarze
Halayudhy (wyd. 1874 rok). Po prawej stronie widniejg od géry:
a) tytut rozprawy Pingali transkrybowany jako Chhandas shastra (sanskr. a3 R[¥d),
b) po angielsku: Podany w rozdziale 8 algorytm na kombinacje sylab laghu (L) i guru (G),
c) zapis, w piSmie dewanagari, trzech polecen tego algorytmu
- wraz z numeracja (od lewej: 90, %, %, tj. 20, 21, 22),
d) transkrypcja tacinska tych polecen (bez ich numeracji),
e) przektad tych polecen na angielski,
f) zestaw wszystkich kombinacji sylab krotkich (L) i dtugich (G),
obejmujacych kolejno jedna sylabe, dwie sylaby i 3 sylaby.
Druga z tych sutr (nr 21, R?) to polecenie foyeiy d, co po polsku znaczy ,i zmieszaj je”.
W rozmaitych transkrypcjach zapisujemy brzmienie tego polecenia tak, jak na tej rycinie
(tj. misrau cha) albo inaczej, np. misra ca (IPA), mishra ca (Harvard-Kyoto), zapis w polszczyZnie
oddajacy brzmienie bodaj najblizsze oryginalnemu to misrau cza.
[Rakesh Sharma: sanskritvarta.com/unravelling-pingala-contribution-to-mathematics]

Panini napisat OsSmioksigg w starannie dopieszczonych melodycznie (a dzieki temu tatwiej
zapamietywalnych) sutrach, czyli zwieztych aforyzmach. Zwiezto$¢ tych sutr sprawia, Ze trudno je
zrozumie¢ bez objasnien. Jedna z rozpraw komentujacych pod tym wzgledem OsSmioksigg jest
Traktat o prozodii. Napisat go ok. 2300 lat temu aaczaarja (nauczyciel, mistrz) Pingala. Traktat ten
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sktada sie z 315 sutr, ostatnie znich dotycza werséw sylabicznych, czyli linijek tekstu
analizowanych pod katem liczby sylab w nich zawartych. Gdy pod uwage bierze sie to, jak diugo
taka linijke sie wypowiada i jak uktada sie jej melodyka, jak przeplataja sie w niej sylaby krétkie
i dtugie, to méwimy o wersie matrycznym (sankskryckie maatraa znaczy czas trwania, mora).
Witasnie na sutrach matrycznych skupiamy uwage, zwtaszcza na jednej - misrau cza (zob. Ryc. 1) -
ktéra stanowi cze$¢ czterowiersza®

Sa dwa typy sylab.

[ zmnieszaj je.

Zmieszaj je ze sobg zndow.

[ wszystko ponow.
Pingala, podobnie jak Panini, swe przemyslenia odnotowat bardziej dbajac o melodyke fraz niz
o ich przejrzystos$¢ znaczeniowa (ufajac zapewne, Ze czytelnik jest w stanie pojac ich przekaz).
Wobec tego, ze w polszczyznie nie ma iloczasu, mozemy powiedzie¢, Ze odpowiednikami
syntaktycznymi sutr Pingali sg rytmiczne rymowanki. Przyktadem moze by¢ nastepujaca:

Wez jeden i dwa.

[ zmieszaj je,

[ zréb to znéw.

[ powtarzaj sie.
Ten czterowiersz oddaje tres$¢ sutr 8.20-23 (na ryc.1 nie wida¢ czwartej z nich, vasavastrikaa). Ich
objasnienia - a zwlaszcza trzeciej z nich, misrau cza, - podjeli m.in. Virahanka (uwaza sie, ze zyt
w VI, VII lub VIII wieku) iHalayudha w X wieku. Interpretujgc te sutre tak, jak oni, a wiec
rozumiejac, iz owym mieszaniem jest dodawanie, i tego faktu nie skrywajac - ale jednoczesnie
pozostawiajac czytelnikowi pole do wiasnych przemyslen - powyzszg rymowanke mozna zastgpic
nastepujaca wersja:

Mamy 11 2.

Sumujemy je.

[ mamy liczby dwie.

[ powtarzamy sie.

Ryc. 2. Reguta misrau cza Pingali objasniona
— przez Virahanke (sutra &%\, tj. 6.49).
Thearem (Virabéiika): 0d gory tekst w prakrycie (tj. w uzywanym
< i RIS o1 ARy Y o Casiol e i
T IR ST T B (Prakeit of wieku jednym z jezykéw wywodzacyc
sie z sanskrytu), w sanskrycie literackim oraz

2 & qdfed o HerfieT SR S| po angielsku: Nastepna liczba jest utworzona
1 SRV T T B (Sanskritized) przez potaczenie poprzednich dwoch. Jest ona
(GESTITRTE: 6.4%) rowna liczbie catkowitej matr.

[Subhash Kak - The Virahanka-Fibonacci and
The next number is created by joining the previous two [numbers] related sequences, Chapman University 2022;
That indicates the count of the total matras. www.academia.edu/7102 72 75/]

Teraz jest tatwiej wytuskaé, o co chodzi. Najpierw dodajemy 1+2, uzyskujac 3. Nastepnie
sumujemy ostatnie dwie liczby i otrzymujemy 2+3=5. Dalej postepujemy analogicznie: dodajemy
3+5=8, potem dodajemy do siebie dwie ostatnie liczby, a Ze s3 nimi 5 i 8, wiec uzyskujemy
5+8=13. No i kontynuujemy ten proces dowolnie dlugo. Wida¢, ze nasza rymowanka specyficznie
zapisuje metode (prataya), w ktorej ze znanych dwéch liczb (sa nimi 1 i 2) uzyskuje sie nastepne
liczby (kolejno 14+2=3, 24+3=5, 3+5=8 itd.). Médwiac jezykiem matematyki wspétczesnej: liczby te
konstruujemy rekurencyjnie, mianowicie wzorem
Vi1 := Vot Viq, gdzie V=1, Vo:= 2,
za$ napis r:= s czytamy: wartoscig rjest odtad s; r przyjmuje warto$¢ rowna s.

2 Tu i dalej, dla wiekszej jasnosci przy poleceniach nie stawiamy znaku wykrzyknika.
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W ten sposéb uzyskujemy wyzej podany cigg V. Na odwrot, powyzsze przypisanie wartosci
symbolom V; i V4 oraz rekurencyjne obliczanie kazdego nastepnego wyrazu V, okreslaja ciag V. To,
ze reguta misrau cza jest ta, ktéra, wychodzac od liczb 1 i 2, oblicza sie kolejne liczby ciagu 3,5, 8,
13, 21, .., pierwszy expilicte zapisat - ocenia sie, Ze miedzy rokiem 600 a 800 - Virahanka
w rozprawie Wzrost liczebnosci grupy (zob. Ryc. 2), ktora jest komentarzem do dzieta Pingali.
Tamze przedmiotowy ciagg nazwat stowem maatraameru (stos/ciag matryczny). PéZniej tak samo
jak Virahanka regute misrau cza zinterpretowali Halayudha (w X wieku), Gopala (przed rokiem
1135) i Hemaczandra (ok. 1150 r.), o ktérym powiadano, Ze ogarniat caltg 6wczesng wiedze. Co
wiecej, autorzy ci wskazali, Ze wedlug tej samej reguty misrau cza mozna skonstruowac
zestawienie meru praastara (w Europie znamy je jako trojkat Pascala). Wiedze o tym, Ze ciag V
pojawit sie w Indiach, Ze jego obecno$¢ antycypowal Pingala, za$ stwierdzili ja Virahanka,
Halayudha iinni, na Zachodzie rozpowszechnit w roku 1985 Parmanand Singh, matematyk
zatrudniony w Raj Narain College w Hadzipurze (Bihar, India). W Swietle tych informacji wyzej
przytoczonych Pingale i Virahanke nalezy uzna¢ za pierwszych odkrywcéw i badaczy tego ciggu.
W literaturze cigg ten nazywa sie ciggiem Fibonacciego i tak zapewne zostanie. I nie bedzie to
pierwsza tego rodzaju sytuacja, tak jest na przyktad z terminami ‘granica Keplera' i ‘wzoér Bineta’
(okreslenia te poznamy w dalszych czeSciach niniejszego cyklu).

1. Jest jedno 1-pokrycie: obszar 1x1 wypetnia kwadrat.
. Obok ten kwadrat/kafelek zamalowany jest na czerwono.

2. Obszar 2x1 wypelni¢ mozna na 2 sposoby: albo umieszczajac na
nim dwa kwadraty, albo jeden prostokat. Sg dwa 2-pokrycia.
Na ilustracji uwidocznione sg kolorem pomaranczowym.

3. Wszystkie 3-pokrycia uzyskujemy z pokrycia o dtugosci 1 (tj.
czerwonym kwadratem) i 2-pokry¢ (tj. kafelkami pomaranczowymi),
. poszerzajac je o kafelek zotty duzy (dostawiamy go do kafelka
czerwonego) i o kafelek maty (dostawiamy go do pokrycia kafelkami
pomaranczowymi). Jak wida¢, s trzy pokrycia o dtugosci 3.

4. By otrzymac¢ wszystkie 4-pokrycia, powiekszamy
kazde z 2-pokry¢ o duzy kafelek (tj. prostokat 2x1)
i kazde z 3-pokry¢ o maty kafelek (tj. kwadrat 1x1).
Te dostawiane/dorysowane Kkafelki sa pokolorowane sg na zielono.
Wida¢, ze 4-pokryc¢ jest 5, dwa z nich powstaty z 2-pokry¢ (przez dotozenie
duzych kafelkéw), trzy stanowia poszerzenie 3-pokry¢ o mate kafelki.

Ryc. 3. Konstrukcja ciggu Fibonacciego
»poprzez dostawianie kafelkéw pokrywajacych pas”
{grafika: Jan Marlewski 2024}

Nie wiemy, jak Pingala doszedt to reguty misrau cza. Wydaje sie, Ze najprostszym sposobem jej
sformutowania jest spostrzezenie, iZ wyraz o okreslonej liczbie mor powstaje z wyrazu trwajgcego
o dwie mory krdcej poprzez dopisanie do niego sylaby dtugiej lub z wyrazu trwajacego o jedna
more krécej poprzez dodanie sylaby krotkiej. Illustruje to Ryc. 3, gdzie sylaby krétkie i dtugie sa
pokazane jako kafelki krotkie (tzn. kwadraty 1x1) i dtugie (tzn. prostokaty 2x1), za$ okreslenie
m-pokrycie oznacza wyraz m-morowy. Kolorystyka poszczegodlnych kafelkow odzwierciedla wzér
rekurencyjny - jest tak dobrana, by byto wida¢, jak z juz utworzonych dwéch uktadéw/aranzacji
uzyskac wszystkie uktad o danej dtugosci.

Dla os6b moéwigcych po polsku (i, podobnie dla kazdego, ktérego jezyk ojczysty nie rozréznia
iloczasu) rozwazania Pingali i komentatoréw jego Traktatu o prozodii s zapewne bardziej zawite
niz odnotowana przed chwilg interpretacja; zgodnie z nig n-ty wyraz V, ciagu Vjest liczbg r6znych
pokry¢ prostokata o dtugosci n kafelkami o dtugosciach 11 2.
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Wchodzimy po schodach, naraz przeskakujgc co najwyzej jeden stopien

Podobnych interpretacji jest mndstwo. Jest V, liczbg sposobéw, na jakie mozna wej$¢ na n-ty
stopien schoddéw, gdy z kazdym krokiem wchodzimy o jeden stopien wyzej lub, ewentualnie, od
razu o dwa stopnie (,,przeskakujac” stopien posredni) - zob. Ryc. 4.

B

Ryc. 4. Wszystkie pie¢ sposobow wejscia na czwarty stopien schodow, stapajac na kazdy kolejny
stopien lub pomijajac go drugi. Wchodzenie rozpoczynamy na stopniu brazowym (to stopien nr 0),
poruszamy sie po schodach zielonych i docieramy na stopien czwarty. Jest on pokolorowany

na czerwono lub niebiesko w zaleznoS$ci od tego, czy krok na nim sie konczacy byt krotki/zwyczajny
(tzn. weszliSmy ze stopnia nr 3) czy byt duzy/podwdjny (tzn. wykonany ze stopnia nr 2).

Ponizej schematycznych schodéw pokazane s3 - odpowiadajace sposobom wejscia — pokrycia pasa
4x1 kafelkami matymi (1x1) i duzymi (2x1).

Ilustracje sporzadzono Korzystajac z obrazka zamieszczonego na stronie math.stackexchange.com/
questions/789804 /how-many-distinct-ways-to-climb-stairs-in-1-or-2-steps-at-a-time.

O rycinach 3 i4 powiadamy, ze ukazujg graficznie usytuowanie sylab krotkich i dtugich, rézne
schematy wejs$cia po schodach oraz rézne pokrycia prostokata kafelkami. Zamiast przedstawien
graficznych mozemy przyktadowo wchodzenie po schodach zapisa¢
- literowo: wejscie o 1 stopien oznaczamy literg m (m jak maty krok w gore), a o 2 stopnie -
literg D (jak duzy krok) i pokazane na rycinie 4 kolejne schematy koduja sie jako
mmmm, Dmm, mDm, mmD, DD.
- cyfrowo: zamiast m i D piszemy odpowiednio 1 i 2, w ten sposéb wejscia po schodach
(i tak samo pokrycia prostokata 4x1 kafelkami) pokazane na Ryc. 4 zanotowane sg liczbami
1111, 211,121,112, 22;
odnotujmy od razu, ze suma cyfr kazdej z tych liczb jest rowna 4, tzn. jest rowna liczbie
schodow (a takze dtugosci prostokata pokrywanego kafelkami),
- ciggowo, tzn. ciggami jedynkowo-zerowymi (czyli takimi, ktérych wyrazy nie przyjmuja
warto$ci innych niz 1 i 2): powyzsze liczby traktujemy jako skrécony zapis ciggow
i pomiedzy kolejne cyfry wstawiamy przecinki; przyktadowo przed chwilg zapisane kody
1111, 211, 121, 112, 22 zastepujemy ciagami (1,1,1,1), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (2,2).

Résumé

W tym miejscu korficzymy nasze pierwsze spotkanie z liczbami Fibonacciego. Wiemy, jakie s3 to liczby.
Zauwazyli$my, ze pojawiajg sie wtedy, gdy chcemy bardzo szczegétowo opisa¢ rézne wejscia po scho-
dach (czasem przeskakujac co drugi stopien) oraz pokrycia $ciezki ptytkami krotkimi i dtugimi (méwi
sie tez: kwadratami i kostkami domina). Odnotowali$my, Ze rzecz mozna pokazac graficznie, zapisac li-
terowo, cyfrowo oraz ciggowo. DojrzelisSmy, Ze sposoby wchodzenia po schodach oraz schematy kafel-
kowania pasa sg matematycznie réwnowazne strukturze matrycznej (tzn. analizowanej ze wzgledu na
uktad sylab krotkich i dtugich), ktéra rozwazali Pingala i Virahanka.

Tak wiec znamy odpowiedzi na pytania postawione na poczatku tego artykutu. Niektére z nich s3 po-
biezne - zwlaszcza te dotyczace samego Fibonacciego. Kim by1? W jaki spos6b zaistniat w literaturze
przedmiotu? Kwestie te oméwimy w nastepnych czesciach cyklu, spotkamy w nich m.in.. kréliki w Pizie
oraz Wielkg Piramide w Gizie.



