SUMY PIERWIASTKOW

PETER BRAZA

WPROWADZENIE

Wszyscy znamy wzory na sumy poteg pierwszych n liczb naturalnych. Przykladowo:

1
1+2+3+...+n:@,
24924 1n2= nn+1)@2n+1)

G .

A co z sumami takimi, jak
VIHV2H4V34+...+vn b 1+ 2+ V3+...+n?

Czy istnieja stosunkowo proste wzory dla takich sum? W tym artykule pokazemy (niemal) elemen-
tarna metode znajdowania przyblizonych wartosci takich sum. Metoda ta opiera si¢ na narzedziach
rachunku rézniczkowego i catkowego, m.in. na wykorzystaniu szeregéw asymptotycznych.

METODA

Rozwazmy najpierw sume
(1) Sn) =V1+V2+V3+...+n

Czy da sie znalez¢ wzér na te sume stosujac metody podobne do tej, ktérej uzyt Gauss, gdy jako
maly chlopiec obliczyt sume pierwszych 100 liczb naturalnych? Aby wyliczy¢ sume

1+2+3+...4+98+99+ 100

Gauss polaczyt sktadniki w pary: 1 i 100, 2 i 99, 3 i 98 itd., uzyskujac 50 par liczb, z ktérych
kazda sumowala sie do 101, co dalo wynik 5050 [I]. Niestety sumy (1) nie mozna wyznaczy¢
metoda indukcyjna ani teleskopowa, ktére stosuje sie do znajdowania sum poteg liczb naturalnych
o wykladnikach catkowitych réwnych 2 lub wiekszych, zob. [1].

Jako pierwszy krok w kierunku wyznaczania wzoru na S(n) rozwazmy calke

(2) / " V3 ds,

Dlaczego ta calka? Poniewaz odpowiadajaca jej suma Riemanna jest réwna sumie S(n), gdy prze-
dzial calkowania podzielimy na réwne czesci dlugosci 1. Zatem mozemy si¢ spodziewaé, ze zna-
jomo$¢ wartosci caltki (2) pozwoli nam uzyskaé¢ pewne informacje na temat zachowania sie funk-
cji S(n). Poniewaz warto$é¢ calki (2) wynosi 2n3/2, wiec otrzymujemy nastepujace przyblizenie:

2
\/T+\/§+\@+...+fz§n3/2.

Symbol ~! oznacza ,,dazy asymptotycznie do” tj. iloraz % dazy do 1, gdy n — oco. Aby sprawdzié
dokladno$é tego przyblizenia, mozemy poréwnaé¢ wartosci S(n) oraz %n3/ 2 dla kilku wartosci n
(Tabela 1).

Nasza poczatkowa intuicja, laczaca sume z odpowiadajaca jej calka, wydaje sie obiecujaca.
Jednak réznica miedzy rzeczywistymi wartosciami sum a ich catkowymi przyblizeniami rosnie wraz

ze wzrostem n, a w ilorazie % utrzymuje sie staly blad (rzedu n1/2)2.
3

Komentarz tlumacza: W oryginalnej wersji artykulu autor uzywa w tym miejscu symbolu ~, co powoduje
konflikt z notacja uzywana w dalszej czesci artykutu, zob. (3).

2Komentarz tlumacza: Autor artykulu napisal, ze blad jest rzedu 0, 7n. W rzeczywistosci blad jest rzedu n'/2,
o czym latwo mozna sie przekonaé wykonujac kilka eksperymentéw na komputerze.
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RO
3

10 22.4683 | 21.0819 | 1.06576
100 671.463 | 666.667 | 1.00719
1000 | 21097.5 | 21081.9 | 1.00074
10000 | 666716 | 666667 | 1.00007
TABELA 1. Poréwnanie wartosci S(n) oraz %n3/2 dla n = 10, 100, 1000.
Wartoséci w tabeli zostaly wyznaczone przy pomocy komputera.

Powyzsze obserwacje prowadzg do wniosku, ze powinni$my skonstruowaé szereg asymptotyczny A(n),

ktory zawiera wyraz %nB/ 2 oraz dodatkowe poprawki, ktére beda coraz lepiej przyblizaty sume S(n).
Moéwiac bardziej formalnie, definiujemy szereg asymptotyczny A(n):

(3) S(n) =vV14+V2+V3+...+vn~ A,

gdzie A(n) jest postaci

2 aq a9 as
(4) A(n):ﬁ<3n+ao+n-i-nQ—&-ng—i—..)-i-z.

Pierwszy wyraz powyzszego szeregu pochodzi od calki (2), a wspdlezynniki ay, pozostaja do wyzna-
czenia. Powdd oznaczenia ostatniego sktadnika jako z zostanie ujawniony w jednej z nastepnych
sekcji.

WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKOW
Zaczynijmy od obserwacji, ze dla kazdego n > 2, mamy

S(n) — S(n—1) = Vi,

co prowadzi do przyblizenia
(5) A(n) — A(n —1) ~ /n.
Wykorzystamy teraz (5) wraz z (4) do wyznaczenia pierwszych kilku wyrazéw szeregu A(n). Pozwoli
to na dokladniejsze obliczenie sumy S(n).
Pierwsza komplikacja przy obliczaniu réznicy A(n) — A(n — 1) jest to, ze A(n) zapisane jest w
postaci szeregu potegowego wzgledem %, podczas gdy
an as

2
A(n—l)—\/n—l<3(n—1)+ao+na1 + + +...>+z

1T 102 (1)

jest szeregiem potegowym wzgledem ﬁ, przez co poszczegdlne wyrazy nie sa od razu zgodne i nie

mozna ich zredukowaé. Aby sobie z tym poradzié¢, rozwiniemy kazdy z wyrazéw A(n — 1) w szereg
Taylora wzgledem n przyjmujac, ze n jest duze. Na przyklad dla duzych wartosci n rozwiniecie

Taylora dla v/n — 1 wynosi

Ponadto,
L1/t y_1,1 1
n—1 n 1-1 n n? 3 ’
a takze
1 1 n 2 n 3 "
(n—1)2 n2 n3 npt 7
3Komentarz ttumacza: Symbol ~ nalezy rozumieé¢ w nastepujacy sposéb: dla kazdego k = 0,1, 2, ... zachodzi
2
lim ‘S(n)—z—\/ﬁ(fn—&-ao—&—a—l—s—n-—l—a—k.)’/ \/ﬁ =0,
n—ro0 3 n nk nk+1

gdzie wspoétczynniki ag, a1, ... sg takie jak w (4).
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Wyrazy wyzszych rzedéw w A(n — 1) znajdujemy w podobny sposéb, korzystajac z rozwiniecia
Taylora. Ostatecznie po zastosowaniu wszystkich rozwinie¢ w szeregi Taylora, réznica A(n)—A(n—
1) przyjmuje postaé
2a90—1 1
3@0 —-1- 12(11 1
24 " n3/2
4a0 —1- 24(11 - 96(12 1
+ 64 DL +

Kluczowym punktem dowodu jest poczyniona wczes$niej obserwacja, ze A(n) — A(n — 1) ~ /n,
co oznacza, ze mozemy przyjaé, ze wspdélczynniki wystepujace w rozwinieciu przy wyrazach po-

staci ﬁ, dla k =0,1,2,... sa réwne zero. Zatem
1 1
= — = — = O.
ao 2a ai 247 a2

Aby zachowaé czytelnoéé w powyzszych obliczeniach, pominieto wyrazy wyzszych rzedéw ( L L

Jednakze, gdy wspélczynniki tych wyrazéw rowniez przyréwnamy do zera, to otrzymamy
-1 1

%= 19500 “=0 =505

Podsumowujac, na tym etapie otrzymalismy nastepujace wyrazenie na A(n):

2 1 1 1 1

(©) Aln) ~v/n (3” T2 2 192008 T 0216w T ) e

Wspélezynniki przy wyrazach wyzszych rzedéw mozna tatwo wyznaczyé?, jednak obliczenia te
najwygodniej jest wykonaé przy pomocy programéw takich jak Mathematica [2]. (Autor wyko-
rzystal to oprogramowanie do obliczenia wspétczynnikéw az do ajg). Niemniej jednak, wyrazy
wyzszych rzedéw w A(n) nie maja duzej wartosci praktycznej przy aproksymacji S(n), poniewaz
blad w A(n) po uzyciu tylko dwéch pierwszych wyrazéw jest rzedu 1/4/n, a po uwzglednieniu
trzech pierwszych wyrazéw blad jest rzedu 1/n%? — co daje bardzo dokltadne oszacowanie!

Warto zauwazy¢, ze rozwiniecie (6) mozna réwniez uzyskaé, korzystajac ze wzoru sumacyjnego
Fulera-Maclaurina — bardziej zaawansowanej techniki matematycznej, ktéra wykracza poza zakres
zagadnien omawianych w tym artykule, zob. [3].

Na podkreslenie zastuguja tez nastepujace dwa fakty:

(1) Wszystkie wspolezynniki wystepujace przy wyrazach postaci m, dla k = 1,2,3,...,
sa réwne zero. Powdd znikania tych wspoélczynnikéw nie jest jasny dopoki nie przyjrzymy
sie doktadniej wspotczynnikom pochodzacym od rozwinie¢ w szeregi Taylora. Mozna to
réwniez wykazaé korzystajac ze wzoru sumacyjnego Eulera-Maclaurina®.

(2) Pierwsze dwa wyrazy A(n) w (6) sa dokladnie tymi samymi wyrazami, ktére otrzymuje
sie, gdy zastosuje sie metode trapezéw z krokiem catkowania réwnym 1 do aproksymacji
calki (2). Otrzymujemy

S(n)%/on\/idas—l—;\/ﬁ:\/ﬁ(;n—i—;),

zob [4]. W istocie pozostale wyrazy w (6) to trudne do uchwycenia wyrazy opisujace blad
reguly trapezéw dla duzych wartosci n.

4vaaga ttumacza: Kolejne wspoétczynniki wystepujace w rozwinieciu 4 oraz 6 mozna wyliczy¢ z tzw. wzoréw Faul-
(s+1) _ (s+D)s(s—=1)---(s+1—(k—1))
k)~ k!

habera: a = (SZI)Bk, gdzie By jest k-ta liczba Bernoulliego, a jest uogdlnionym
symbolem Newtona zdefiniowanym dla dowolnego rzeczywistego s i catkowitego k > 0.

5Uwaga ttumacza: Ten fakt mozna tatwo wyttumaczy¢ korzystajac ze wzoréw Faulhabera (zob. poprzednig uwage
tlumacza) na kolejne wspdlczynniki rozwiniecia (4) i (6). Mianowicie wynika to z faktu, ze dla liczb Bernoulliego

zachodzi Bosy1 =0, dla s > 1.

ni/2 p9/2y 0 )


https://en.wikipedia.org/wiki/Faulhaber%27s_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Faulhaber%27s_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_series
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WYZNACZENIE Zz

Interesujacym aspektem na tym etapie jest fakt, ze mamy procedure pozwalajaca wyznaczyé
wspélezynniki ap w wyrazeniu A(n), jednak ta procedura nie pozwala na okreslenie wartosci z.
Dzieje sie tak, poniewaz podczas obliczania réznicy A(n) — A(n — 1) wyrazy réwne sie redukuja.
Jak zatem znalezé 27

Tabela 2 przedstawia pierwsze kilka wyrazéw A(n) (bez z) dla n = 10; daje nam to dobra
intuicje dotyczaca mozliwej wartosci liczbowej z. Warto zauwazyé, ze przyblizona wartosé¢ z w
wyrazeniu A(n) jest w przyblizeniu taka sama niezaleznie od tego, jakie n zostanie uzyte; Tabela 2
wskazuje, ze jej warto$¢ wynosi okoto —0.207886225.

Liczba wyrazéw A(n) 3 4 5
A(10) 22.6761660548 | 22.6761644078 | 22.6761644112
z =~ S(10) — A(10) | -0.2078878687 | -0.2078862216 | -0.2078862250
TABELA 2. Dla n = 10 mamy S(10) = 22.4682781862.

Glownym celem tego artykulu jest zastosowanie elementarnych technik do uzyskania mozliwie
dokladnych przyblizeri sum postaci 1 + v2 + ... + y/n. Jak dotad, udalo si¢ w duzej mierze
osiagnaé ten cel. Jednak, aby okresli¢ dokladna warto$¢ z w rozwinieciu (6), musimy zastosowaé
bardziej zaawansowane narzedzia matematyczne. Otéz, okazuje sie, ze

()

gdzie C jest funkcjg dzeta Riemanna. Wyjasnienie tego faktu zostato przedstawione w Dodatku, aby
zachowa¢ elementarny charakter gtéwnej czesci pracy. Przyblizajac wartosé ¢ (—%) z doktadnoscia
do dwudziestu miejsc po przecinku otrzymamy ¢ (—%) ~ —0.20788622497735456602, co jest zgodne
z warto$ciami w Tabeli 2.

Podsumowujac, otrzymalidémy przyblizenie

VIHV2+ ... +vn

2 1 1 1 1 1
7 ~ = -4+ —— e —— .
Q \/ﬁ(3n+2+24n 1920n% ' 921605 © >+<< 2)
Tabela 3 ilustruje dokladno$é¢ powyzszego rozwiniecia nawet, gdy wykorzystujemy tylko pierwsze
kilka wyrazow. Pogrubione cyfry wskazuja pierwsze miejsca, w ktérych wartosci przyblizone réznia
sie od rzeczywistej wartosci sumy. Co ciekawe, wzér zostal wyprowadzony przy zalozeniu, ze n jest
,duze”, ale nadal daje dobre wyniki nawet dla n = 10, co nie jest wartoscia szczegdlnie duza.

n V1i+V24+...+n Vi(Gn+i+ D)+ [ Vn(Gn+ i+l — ) +»
10 | 22.468278186204100 22.468279829813398 22.468278182793784

100 | 671.462947103147753 671.462947108355978 | 671.462947103147645

1000 | 21097.455887480735355385 | 21097.455887480751825 | 21097.455887480735355381

TABELA 3. Por6wnanie dokladnosci przyblizen sumy S(n) przez w zaleznosci od
liczby wyrazéw uwzglednionych w rozwinieciu (7).

Uo0GOLNIENIA

Techniki przedstawione w poprzednich sekcjach mozna tatwo zastosowaé do znalezienia asymp-
totycznych wyrazen dla sum poteg utamkowych. Na przyktad:
. 3n 1 1 1 1
8 V1+vV2+V3+...+In~73 —_— -t — ... —— .
(8) VI+ V24 V34 +n~<n T 75" 360~ Towim +((—3
Podobnie jak w podejéciu przedstawionym wczeéniej, pierwszy wyraz, %n‘l/ 3 pochodzi z calki
0" Jx dx. Tak, jak w przypadku sum pierwiastkéw kwadratowych, ta technika nie pozwala znalezé
ostatniego wyrazu, czyli ¢ (—%), ale wyniki przedstawione w Dodatku umozliwiaja jego wyznacze-
nie. (Dla zainteresowanych czytelnikéw, ¢ (—%) = —0.2773400478 .. ..)



SUMY PIERWIASTKOW 5

To podejscie mozna uogélnié, aby znalez¢ sumy innych poteg ulamkowych, a nie tylko w przy-
padkach, ktére przeanalizowaliémy do tej pory. Aby nakresli¢ metode, najpierw ustalmy s > 0 oraz
rozpiszmy sume:

n 1 a a
1S+2S+...+n“‘~ns( ++1+?’+...)+z.
S n n

Podobnie:

s s s 1 ay as
P+...+n-1)"~(n-1) (s—l—l+2+n—1+(n—1)3+“'>+2'

Po rozwinigciu drugiej sumy w szereg potegowy wzgledem 1/n, réznica tych dwéch sum daje:

o (1 0O

12n2

Znowu mozemy przyjaé, ze wspolczynniki przy wyrazach wyzszych rzedéw sa réwne 0. Stad widaé,
ze a1 = 15. Wyznaczenie wyrazow wyzszego rzedu jest bardziej skomplikowane algebraicznie, ale
konicowy wynik to:

9)
13+23+...+n5~n5(

s+1 + 2 12n 720n3 30240n°

n 1 s s(s —1)(s —2) +3(5—1)(s—2)(3—3)(s—4)> b

Ponownie, z = {(—s) wynika z rezultatéw podanych w Dodatku. Co ciekawe, wyrazy az do 1/n
zostaly znalezione przez G. H. Hardy’ego przy uzyciu metod pochodzacych z analitycznej teorii
liczb [5].

WNIOSKI

Od najwczesniejszych etapow nauki szkolnej obliczanie sum jest istotnym elementem zadan
matematycznych. Naturalnie rodzaje sum, jakie uczniowie potrafia obliczaé, staja sie coraz bardziej
zaawansowane. Sumy wyrazéw ciggu arytmetycznego lub ciagu geometrycznego oraz sumy poteg
sg czesto ostatnim przystankiem dla tych, ktérzy nie zglebiajg rachunku rézniczkowego.

Dzigki rachunkowi catkowemu zakres sum, ktére mozna obliczyé, znacznie si¢ poszerza. Niniej-
sza praca pokazuje, jak szeregi Taylora moga by¢ wykorzystywane do znajdowania sum poteg
liczb naturalnych o utamkowych wyktadnikach. Technika ta jest szeroko dostepna dla duzej grupy
matematykéw i ilustruje nowatorski sposéb wykorzystania powszechnych narzedzi do rozszerzenia
wynikéw na sumy, ktoére na pierwszy rzut oka wydaja sie trudne do oszacowania.

DODATEK: FUNKCJA DZETA RIEMANNA

Funkcja dzeta Riemanna, ((s), s jest rzeczywiste, jest zdefiniowana jako suma szeregu

1
C(S) = Z Eu
m=1
ktory jest zbiezny dla s > 1. Definicja ta moze zostac rozszerzona analitycznie na wartosci zespolone

zmiennej s. W kontekscie tej pracy istotne sa dwa wyniki. Korzystajac z formuty sumacyjnej Eulera-
Maclaurina [3] oraz metod pochodzacych z analitycznej teorii liczb, G. H. Hardy [5] wykazal, ze

1 I=s 1 1
¢(s) = lim { - snSI} .

n—oo

To wyrazenie jest poprawne dla dowolnych liczb zespolonych s spelniajacych warunek Re(s) > —3,
z wyjatkiem s = 1, gdzie Re(s) oznacza cze$é rzeczywista s.
Pokrewny wynik, podany przez Srivastave i Choi, to

S N 1 1
Q(S) = lim { E — m — infs + Esnfsfl — %S(S + 1)(5 + 2)”83} .

Ten wynik jest poprawny dla Re(s) > —5, réwniez z wyjatkiem s = 1 | zob. [6].
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Sumy rozwazane w tym artykule, maja posta¢ 1°42°+...4n®, a nie postaé %JrziJr .+ %, jak

w wynikach Hardy’ego oraz Srivastavy i Choi. Jednak podstawiajac —s zamiast s do ich wynikéw,

otrzymujemy

5 s(s—1)(s—2)

U
s+1 2" 120 72018

co zgadza sie z przyblizeniem uzyskanym w (9).

13+23+...+ns~ns( —|—...)+C(—s),
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