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Adam Marlewski
            

W Europie liczby Fibonacciego pojawiły się w 1202
roku w Pizie. Po około czterystu latach zauważono,
że ciąg, którego wyrazami są ich ilorazy, Fn+1/Fn, jest
zbieżny  (do  liczby  około  1.618).  Dowód  tego,  że
granica  tego  ciągu  jest  liczbą,  którą  dziś  zwiemy
liczbą złotą  i oznaczamy literą  grecką  Φ (fi  duże),
przedstawiono niemal 150 lat później – w roku 1718.
Liczba złota jest numerycznym odpowiednikiem po-
działu odcinka, który Euklides zwał podziałem skraj-
nym/ekstremalnym i średnim, a który obecnie nazy-
wamy złotym podziałem. 
Proporcji,  jaką  ten podział  wprowadza,  można do-
szukać  się  w Piramidzie  Khufu,  czyli  Cheopsa.
Wznieśli  ją około 2650 r.p.n.e. Egipcjanie, a zatem
może  już  oni  znali  liczbę  złotą.  Piramida  ta  stoi
w Gizie, ciąg liczb, iloraz których jest zbieżny do Φ,
pojawił się po raz pierwszy w Pizie – i stąd bierze się
tytuł niniejszego tekstu, do lektury którego przystę-
pujemy.

.R

Można rzec, że arytmetyka liczb naturalnych oraz zapisywanie tymi liczbami (oraz ich proporcjami 1)
zależności w takich figurach geometrycznych jak prostokąty, kwadraty i trójkąty narodziły się – ponad
5000 lat temu w Mezopotamii i nad dolnym Nilem – jako narzędzia przydatne w handlu, administracji
i astronomii. Ta matematyka – dziś zwiemy ją użytkową – przybrała w starożytnej Grecji i głównie za
przyczyną dzieła Elementy postać nauki aksjomatycznej, a więc rozumowania, w którym wypowiadane
zdania (zwiemy je  twierdzeniami) uzasadniane są dedukcyjnie, tzn. są logicznymi wnioskami ze zdań
przyjętych za prawdziwe (zwiemy je aksjomatami/pewnikami) i z twierdzeń wcześniej udowodnionych.

Wśród pojęć i technik, jakie w Elementach zawarł Euklides (ok.330-260 BC), znajdują się – w księdze VI
– podział odcinka w stosunku skrajnym i średnim (gr. Ακρον καὶ μέσον λόγον, czyt. Akron kai meson
logon), zwany podziałem w proporcji boskiej, podziałem w złotym stosunku, podziałem boskim oraz
złotym 2, oraz – w księdze VII – algorytm znajdowania największego wspólnego dzielnika. 
To, że ten algorytm wyznacza rozwinięcie liczby w jej ułamek łańcuchowy (dalej to pojęcie objaśniamy
i pokazujemy jego związek ze złotą liczbą), pierwsi odnotowali Rafael Bombelli (L’algebra; 1572), Pie-
tro Cataldi (Trattato del modo brevissimo di trovare la radice quadrata delli numeri =Traktat o bardzo
szybkim  znajdowaniu  pierwiastka  kwadratowego  liczb;  1613)  i John  Wallis  (Arithmetica  infinitorum

1 W starożytnej Grecji nie znano innych liczb niż naturalne, ułamki traktowano wyłącznie jako proporcje, składowe całości
i, pomijając nieliczne wyjątki (wśród których było 2/3) zapisywano je jako tzw. ułamki egipskie, tzn. wielkości postaci
1/q, gdzie  q oznacza liczbę naturalną. Pierwszy ułamki postaci  p/q, rozważał Heron z Aleksandrii (ok. 100 r.n.e.), zapis
z użyciem kreski ułamkowej wprowadził Diofantos (ok. 250 r.n.e.). W Europie status liczby uzyskały ułamki (i, ogólniej,
liczby wymierne) dopiero w 1585 roku, gdy Simon Stevin opublikował pracę  De thiende (=Jedna dziesiąta;  zaraz po
wersji niderlandzkiej  ukazała się francuskojęzyczna: La disme);  to w niej po raz pierwszy roz-

       waża się ułamki dziesiętne. Wcześniej operacje arytmetyczne na ułamkach opisano w In-
diach w traktatach Sthananga Sutra (ok. 150 r.) i Śulba-sutras (ok. 500 r.).

2 Więcej o tym podziale oraz o ułamkach łańcuchowych opowiada tekst Liczba złota i doń
podobne, wszystkie nadobne, który niedługo udostępniony zostanie w zasobach MuMy. 
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 Wiele ciekawego o liczbach Fibonacciego.  
Część III: Z Pizy do Gizy

              
Podział skrajny i średni, boska proporcja 
            

  

   Kalendarium        
  ok. 2560 p.n.e.  zostaje wzniesiona Piramida Cheopsa. 
  ok.   300 p.n.e.  Pingala pisze Traktat o prozodii. 
  ok.   300 p.n.e.  Euklides pisze o podziale skrajnym i średnim. 
  ok.   700 n.e.    Virahanka objaśnia miśrau cza i przedstawia 
                                  maatrameru: 1,2,3,5,8,13,34,55,... . 
         1202           Leonard z Pizy w Liber abaci określa „ciąg
                                  króliczy”  1,1,2,3,5,8,13,21,... .
         1571   To, że ilorazy Fn+1/Fn →Φ, gdy n→∞, zauważają
         1611                   Simon Jacob i Johannes Kepler.
         1718   Prawdziwość hipotezy Simsona i Keplera 

         wykazuje Abraham de Moivre. 
         1753           Robert Simson podaje rozwinięcie łańcuchowe

         liczby Φ=[1;(1)].
         1843           Jacques Binet przedstawia wzór jawny na Fn.
         1876           Édouard Lucas ciąg (Fn)n=0,1,2,...= (0,1,1,2,3,5,8,,...)
                                  nazywa ciągiem Leonarda z Pizy, a jego
                                  wyrazy – liczbami Fibonacciego.  
         1900           Złota liczba zostaje oznaczona literą Φ.
               



2/9  ___________________________________________________________________ Z Pizy do Gizy

=Arytmetyka nieskończoności; 1656), a dogłębne rozważania o ułamkach łańcuchowych przeprowadzili
Leonhard Euler (De fractionibus continuis dissertatio =Rozprawa o ułamkach łańcuchowych; 1737, opubl.
1744) i Carl Friedrich Gauss (Disquisitiones arithmeticae =Badania arytmetyczne; 1798, opubl. 1801).  
                      

Ryc.1. Podział złoty odcinka czerwonego 
na części zieloną (dłuższą, a) i niebieską (krótszą, b).

               

Wartość liczbową podziału boskiego uzyskujemy bez trudu 3. Oznaczywszy, tak jak na ryc.1, długości
części dłuższej i krótszej danego odcinka literami  a i b, widzimy, że cały odcinek ma długość  a+b i że
jego podział w złotej proporcji oddaje/opisuje relacja 

 
a+b

a
= a

b
,    

czyli – po oznaczeniu x := 
a
b

 – związek  1+ 1
x

= x.  

Obustronne pomnożenie tego związku przez  x przekształca go w równanie kwadratowe  x2 ─x─1 = 0.

Nazywamy je równaniem złotym, jego pierwiastkami są  
1−√5

2
 ≈ ─0.618,  

1+√5
2

 ≈ 1.618. 

Pierwsze z tych rozwiązań odrzucamy (gdyż jest  liczbą ujemną).  Drugie jest  poszukiwaną wartością
ilorazu x = a:b. Tę wielkość nazywa się złotą proporcją (ang. golden ratio) oraz liczbą złotą i oznacza
wielką literą grecką fi (Φ)4; tak więc 

 Φ := 
1+√5

2
 ≈ 1.618.   

                    

Biorąc,  przykładowo, liczby 876 i 678, przypominamy sobie,  jak podany już w Elementach algorytm
znajduje ich największy wspólny dzielnika (jest on równy 6): w kolejnych krokach wyznacza on części
całkowite i ułamkowe dzielenia jak następuje: 

 
876
678

=1+ 198
678

, 
678
198

=3+ 84
198

, 
198
84

=2+ 30
84

,  
84
30

=2+ 24
30

, 
30
24

=1+ 6
24

, 
24
6

=4+ 0
6

. 

Można to wszystko zapisać ciągiem równości 

     876 = 678·1+198, 678 = 198·3+84, 198 = 84·2+30, 84 = 30·2+24, 30 = 24·1+6, 24 = 6·4+0, 

w nich mamy części całkowite (kolejno 1,3,2,2,1,4) i reszty z dzielenia (kolejno 198,84,30,24,6,0).

3 Dla nas jest to zadanie łatwe. W Starożytności nie myślano nawet, by omawiany podział “utożsamić” z liczbą
(bo znano tylko liczby naturalne).  Szansa na poprawne sformułowanie  tego zadania  i na  jego rozwiązanie
pojawiła  się  dopiero  wówczas,  gdy  zaczęto  stosować  oznaczenia  symboliczne,  a więc  w zasadzie  dopiero
w XVII wieku. 

4 Trzeba uważać, gdyż liczbę złotą oznacza się też literkami φ lub ϕ (często je pochylając: φ,  ϕ). W niniejszym
tekście literkami  ϕ i  φ oznaczamy odpowiednio  odwrotność liczby złotej,  ϕ = 1/Φ = (√5─1)/2  ≈ 0.618,
i liczbę sprzężoną z liczbą Φ, tzn. taką, że φ·Φ=─1, czyli 

φ = − 1
Φ

= 1−√5
2

≈ ─0.618. 

Przypomnijmy, że nie jest też ujednolicona symbolika
liczb Fibonacciego: najczęściej  n-tą liczbę oznacza się
przez  Fn,  ale  bywa  ona  oznaczana  np.  przez  fn.  Co
więcej,  nie  zawsze  indeksacja  jest  “piątkowa”,  tzn.
taka, że F5=5 (a więc F0=1, F1=1, F2=1, F3=2, F4=3). 

               

Ułamek łańcuchowy liczby złotej Φ i jego redukty
                      

                          

Ryc.2. Trzy króliki, krzywa wieża w Pizie (wys. 55 m) 
            i piramida Cheopsa (wys.137 m) 
Collage A.Marlewski 2025: [www.solarnavigator.net], [www.hsccvt.org]   
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Oznaczywszy  dzielną  i dzielnik  oraz  część  całkowitą  i resztę  z dzielenia  literami  n, d, z i r,  mamy

n = d·z+r,  gdzie n>d>0, z∈ℤ={…,─2,─1,0,1,2,3,4,...} oraz r {0,1,...,∈ d─1}. A zatem jest   
n
d

=z+ r
d

.

Konsekwentnie stosując tę identyczność (tak długo, jak można – a można dopóki nie natrafimy na dzie-
lenie przez 0), otrzymujemy ciąg równości

 
867
678

= 1+ 198
678

= 1+ 1
678
198

= 1+ 1

3+ 84
198

= 1+ 1

3+ 1
198
84

= 1+ 1

3+ 1

2+ 30
84

 = 

        =  1+ 1

3+ 1

2+ 1
84
30

= 1+ 1

3+ 1

2+ 1

2+ 24
30

= 1+ 1

3+ 1

2+ 1

2+ 1
30
24

= 1+ 1

3+ 1

2+ 1

2+ 1

1+ 6
24

 = 

         = 1+ 1

3+ 1

2+ 1

2+ 1

1+ 1
24
6

= 1+ 1

3+ 1

2+ 1

2+ 1

1+ 1
4

. 

O otrzymanym wyrażeniu mówimy, że jest zapisem liczby 867/678 w postaci ułamka łańcuchowego, że
jest  postacią łańcuchową tej  liczby, że jest  rozwinięciem tej  liczby w ułamek łańcuchowy. Wyrażenie
takie jak to – a więc zbudowane z ułamków, których liczniki są równe 1 ─ zwiemy prostym ułamkiem
łańcuchowym (ang. simple continued fraction). Tym samym prosty ułamek łańcuchowy ma postać 

 [c0;c1,c2,...,cn] :=  c0+
1

c1+
1

c2+
1

...+ 1
cn

 lub [c0;c1,c2,c3,...] :=  c0+
1

c1+
1

c2+
1

c3+
1
...

, 

w którym c0  ∈ ℤ, ck  ∈ ℕ:={1,2,3,4,...} dla k  ∈ ℕ. Mówimy przy tym, że te ułamki są odpowiednio skoń-
czone i nieskończone, że liczby ck są k-tymi cyframi tych ułamków łańcuchowych, tych rozwinięć. 
Podobnie jak ułamka dziesiętnego nie zmienia dopisanie końcowych zer (np.  1.618=1.618000...),  tak
każdy ułamek łańcuchowy skończony można uznać za nieskończony, przyjmując konwencję, że

  [c0;c1,c2,...,cn,0,0,...] := [c0;c1,c2,...,cn]. 

Pokazuje się, że liczby wymierne mają rozwinięcia łańcuchowe skończone (i, przykładowo, 867/678 =  
[1;3,2,2,1,4]),  zaś  niewymierne  –  nieskończone  (np.  π = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,…]).  Przy  okazji
wspomnijmy, że pierwszy dowód tego, że π nie jest liczbą wymierną, przedstawił w 1761 roku Johann
Heinrich  Lambert  i dokonał  tego  sięgając  do  rozwinięć  łańcuchowych  ogólniejszych  niż  dotąd  tu
przedstawiane; ich przykłady podają przedstawienia  

    
π
4

= 1

1+ 12

2+ 32

2+ 52

2+...

,   tan (x)= x

1+ −x2

3+ −x2

5+ −x2

7+...

 .   
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Pierwsze z tych przedstawień jest innym zapisem tzw. identyczności Leibniza 
(1673), tj. równości π/4 = 1─1/3+1/5─1/7+1/9─1/11+…. Drugie jest rozwi-
nięciem łańcuchowym tangensa i to z niego skorzystał Lambert, dla x = π/4 
daje ono przedstawienie łańcuchowe liczby 1. W obu tych przedstawieniach 
mamy ułamki łańcuchowe, które nie są proste.
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Oczywiście,  można uzyskiwać skończone rozwinięcia łańcuchowe dowolnych 
liczb (i dla liczb niewymiernych są one ich przybliżeniami), np. 

    π ≈ 3.14159 = [3;7,15,1,25,1,7,4],  Φ ≈ 1.618 = [1;1,1,1,2,4,1,5]. 

Pierwsze przybliżenie łańcuchowe liczby niewymiernej wyznaczył Rafael Bombelli, w 1576 roku zapisał
√13 ≈ [3;1,2]. Prawie 200 lat później, w 1768 roku, Joseph-Louis Lagrange pokazał, że rozwinięcie tej
liczby w ułamek łańcuchowy jest okresowe (tzn. że cyfry tego rozwinięcia się powtarzają):

    √13 = [3;(1,1,1,1,6)] – nawiasy okrągłe ujmują powtarzający się ciąg cyfr,
      √13 = [3;1,1,1,1,6,1,1,1,1,6, 11,1,1,6,...]. 

Powyższe informacje o ułamkach łańcuchowych (niezbędne, gdy za chwilę
będziemy  mówili  o przedstawieniu  łańcuchowym  liczby Φ)  uzupełniamy
jeszcze  o termin  ‘redukt’ (ang.  convergent  of  continued  fraction): j-tym
reduktem ułamka łańcuchowego [c0;c1,c2,c3,...] (nieskończonego lub skoń-
czonego) nazywamy ułamek łańcuchowy [c0;c1,c2,c3,...,cj]. 
Przykładowo, kolejne redukty liczby 1.628 = [1;1,1,1,2,4,1,5] są równe 

      [1] =  1, 
      [1;1] =  2, 
      [1;1,1] =  3/2, 
      [1;1,1,1] =  5/3, 
      [1;1,1,1,2]  =  8/5   =1.6,  
      [1;1,1,1,2,4] =13/8   =1.625, 
      [1;1,1,1,2,4,1] =57/35 =1.628571..., 
      [1;1,1,1,2,4,1,5] =70/43 =1.627906... .

Około 1657 roku Christiaan Huygens odnotował, że redukty ułamka łańcu-
chowego danej liczby są jej najlepszymi przybliżeniami wymiernymi mają-
cymi możliwie najmniejsze mianowniki. Prawdziwość tej obserwacji wyka-
zał w roku 1744 Leonhard Euler, dowód zamieszcza artykuł De fractionibus
continuis dissertatio (=Rozprawa o ułamkach łańcuchowych;  Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae, tomus IX, 1744, p. 98-137), przywo-
łany tu wynik nazywamy twierdzeniem Huygensa-Eulera.

Mając już dostateczną wiedzę na temat ułamków łańcuchowych, wracamy do
liczby złotej  Φ. Jak już wiemy, jest ona pierwiastkiem równania  x2 ─x─1=0,
a więc spełnia związek 

 Φ2 = Φ+1. 
Stąd, po jego obustronnym podzieleniu przez Φ, mamy

 Φ=Φ+1
Φ

=1+ 1
Φ

.  

Zastępując w wyrażeniu 1+ 1
Φ

 wielkość Φ przez 1+ 1
Φ

, otrzymujemy kolejno

równości 

    Φ=1+ 1

1+ 1
Φ

,   Φ=1+ 1

1+ 1

1+ 1
Φ

,   Φ=1+ 1

1+ 1

1+ 1
1
Φ

  itd.

Każdą z tych równości możemy postrzegać jako “równanie łańcuchowe na licz-
bę Φ”  –  równanie,  którego  prawą  stroną  jest  ułamek  łańcuchowy,  w którym
występuje wiele jedynek i tylko jeden raz liczba Φ. 

                  

Ryc.2. Pierwsza strona artykułu 
Leonharda Eulera z 1744 roku 
[scholarlycommons.pacific.edu/eu
ler-works/71] 

   

Ryc.3. Łamane, których wierzchołkami są punkty (n,Fn) dla n=0,1,2,..., punkty (n,Fn/Fn─1) dla 
n=1,2,3,..., i (n,En)  dla n=0,1,2,3,....  Pierwszą z nich można nazwać łamaną Fibonacciego, 

drugą – łamaną Jacoba-Keplera. Trzecia łamana jest wizualizacją ciągu geometrycznego 
o wyrazie początkowym 1 i ilorazie φ=(1─√5)/2 ≈ ─0.628.
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Pierwszy dogłębniej takie związki omówił – w artykule An explication
of  an  obscure  passage in Albert  Girard's  Commentary  upon Simon
Stevin's works (=Objaśnienie niejasnego przejścia w komentarzu Al-
berta Girarda  dotyczącym prac Simona Stevina; Philosophical Trans-
actions, Vol. 48,  LVI,  1753, p. 368-377) – Robert Simson  (profesor
uniwersytetu w Glasgow). Co więcej, pozwolił sobie równanie łańcu-
chowe “pociągnąć” w nieskończoność 5, tzn. zapisał, że 

  Φ = [1;(1)]. 

Tego nieskończonego ułamka łańcuchowego reduktami nr 1, 2, 3 i 4 –
tj. liczbami r1 = [1;1], r2 = [1;1,1], r3 = [1;1,1,1] i r4 = [1;1,1,1,1] – są 

 r1 = 1+ 1
1
=1+1=2,  r2 = 1+ 1

1+ 1
1

=1+ 1
2
=3

2
,  

 r3 = 1+ 1

1+ 1

1+ 1
1

=1+ 1

1+ 1
2

=1+ 1
3
2

=1+ 2
3
=5

3
, 

 r4 = 1+ 1

1+ 1

1+ 1

1+ 1
1

=1+ 1

1+ 1

1+ 1
2

=1+ 1

1+ 1
3
2

=1+ 1

1+ 2
3

=1+ 1
5
3

=1+ 3
5
=8

5
.    

Nietrudno jest  zauważyć, że  k-ty redukt,  rk,  złotej  liczby Φ jest
ilorazem liczb Fibonacciego, rk = Fk+1/Fk, gdzie F0=0, F1=1, F2=1,
F3=2,  F4=3,  F5=5,  F6=8  F7=13  itd.  Zgodnie  z twierdzeniem
Huygensa-Eulera  redukty  te  są  w zbiorze  liczb  wymiernych
najlepszymi  przybliżeniami  liczby Φ  mającymi  możliwie  małe
mianowniki.  

To, że granicą ciągu tych reduktów – a więc że jest granicą ciągu
ilorazów  kolejnych  liczb  Fibonacciego  –  jest  liczba  złota Φ,
wykazał w 1718 roku Abraham de Moivre (wprowadzając w tym
celu  tzw.  funkcje  generujące;  ich  znajomość  nie  jest  nam  tu
niezbędna, więc ich tutaj nie omawiamy). By upamiętnić to, że
pierwsi  o zbieżności  ciągu  (Fn+1/Fn)  wypowiedzieli  się  Simon
Jacob  i Johannes  Kepler  (w roku  odpowiednio  1571  i 1611),
granicę tego ciągu nazywamy granicą Jacoba-Keplera. 

5 Przejścia do nieskończoności są ryzykowne. Przykładowo: stąd, że 1/n
jest  liczbą  dodatnią  każdego  naturalnego n,  nie  wynika,  iż  także
dodatnią jest granica ciągu (1/n)n=1,2,3,... – jak wiadomo, jest ona równa
0. Podobnie rzecz się ma dla iloraz  Fn+1/Fn liczb Fibonacciego: choć
dla każdego n∈ℕ jest iloraz ten jest liczbą wymierną, to granica ciągu
(Fn+1/Fn)n=1,2,3,... jest liczbą niewymierną (mianowicie jest równa Φ). 
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Ryc. 5.  Strona 11 z rozprawy Keplera z 1611 roku, na której odnotował, iż ilorazy kolejnych liczb Fibonacciego dążą do proporcji, 
jaka w pięciokącie foremnym zachodzi między przekątną i bokiem [archive.org/details/ioanniskepleriss00kepl/page/n21/mode/2up] 

                     

                      

  Ryc.4. Strona tytułowa artykułu Roberta Simsona z 1753 roku 
 [archive.org/details/philtrans02374301] 
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Przypomnijmy sobie, że poznawane w szkole średniej 6 ciąg arytmetyczny (an)n=0,1,2,3,... o różnicy r i ciąg
geometryczny (gn)n=1,2,3,... o ilorazie  q (q≠0) można definiować rekurencyjnie,  tzn.  podając ich wyrazy
początkowe – odpowiednio a0 i g0 – i wzory rekurencyjne – odpowiednio an+1 = an+r, gn+1 = q·gn – stoso-
wanie których wyznacza wyrazy kolejno 

 a1 = a0+r,  a2 = a1+r, a3 = a2+r, a4 = a3+r, ..., 
 g1 = q·g0,  g2 = q·g1,  g3 = q·g2,  g4 = q·g3, ... . 

Łatwo zauważyć, że zachodzą równości  a2 =  a0+2r, a3 =  a0+3r, a4 =  a0+4r, oraz  g1 =  q·g0,  g2 =  q2·g0,
g3 = q3·g0, g4 = q4·g0. Przypatrując się tym wzorom można postawić hipotezę, że  

 an = a0+n·r,  
 gn = qn·g0. 

Stosując  metodę  indukcji  zupełnej  bez  trudu  pokazuje  się,  że  wzory  te  zachodzą  dla  każdego
n∈ℕ0 := {0,1,2,3,...}. Te zależnościa znane były już w Starożytności, w podanej symbolice funkcjonują
od około 500 lat (druga z nich na ogół zapisywana w postaci gn = g0·qn). Powiadamy o nich, że są wzo-
rami jawnymi na n-ty wyraz ciągów odpowiednio arytmetycznego (an) i geometrycznego (gn), że wyra-
żają  dowolny element am i gm bez znajomości elementów mających indeksy/wskaźniki mniejsze niż m. 
Przykładowo, jeśli a0=─1 i r=2, to a100=─1+100·2=199, 
                       jeśli g0=1 i q=2, to g10=1·210=1024. 

                        

Zwróćmy uwagę na to, że dla każdego n∈ℕ0 zachodzą równości
an+1─an = r oraz  gn+1─q·gn = 0  (czyli  gn+1/gn = q).  W literaturze
klasyfikuje  się  je  jako  liniowe  równania  różnicowe  rzędu
pierwszego (bo występują  w nich  wyrazy ciągu o indeksach
różniących się   o 1).  Odpowiadają  im równania  a─1 = r oraz
g─q = 0, które powstają wskutek formalnego zastąpienia ak i gk

przez ak i gk.  Równaniami różnicowymi  –  takimi jak dwa tutaj
przytoczone oraz równaniem, które pojawi się za chwilę i które zwiemy równaniem Fibonacciego – zajęli
się  niezależnie  Abraham  de  Moivre  (w 1718  roku),  Daniel  Bernoulli  (w 1726)  oraz Leonhard  Euler
(w 1728)  i wypracowali  ogólny  schemat  znajdowania  ich  rozwiązań.  Uzyskane  przez  nich  wyniki

6 Klasa III w programie nauczania matematyki: A.Kamińska, D.Ponczek – Program nauczania 
matematyki dla liceum/technikum, str.8 i 35, Nowa Era, Warszawa 2019. 

               

Wzór Bineta dla liczb Fibonacciego                        

Ryc.6. Czwórka matematyków, którzy uzyskali (niezależnie) wzór Bineta 
{Michael Waldschmidt ─ Linear recurrence sequences, an introduction, Int. 
Conference on Special Functions & Applications, Amal Jyothi College on 
Engineering, Kanjirapali (Kerala), Nov. 22-24, 2018}
[webusers.imj-prg.fr/~michel.waldschmidt/articles/pdf/] 

Ryc.7. Strona 536 z wydania pracy Bineta 
z 1843 roku  [www.biodiversitylibrary.org/ 
item/20582#page/569/mode/1up] 
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pozostały niedostrzeżone. Wiele z nich uzyskał samodzielnie Jacques Philippe Marie Binet, opublikował
je  w artykule  Mémoire  sur  l’intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  finies,  d’un  ordre
quelconque,  à  coefficients  variables (= Memoriał  o całkowaniu  różnicowych  równań  liniowych
dowolnego  rzędu  i o zmiennych  współczynnikach,  Comptes  Rendus  des  Séances  de  l’Académie  des
Sciences,  tome  17,  1843,  p.  559-567)  i tym  razem  zostały  odnotowane  przez  świat  matematyki,
dodatkowo upamiętnione nazwaniem wzorów jego imieniem. 

Poniżej  wyprowadzamy  (dwoma  sposobami:  A  i B)  wzór  Bineta  dla  liczb  Fibonacciego,  tzn.
identyczność  

 Fn =  
Φn−(−Φ)−n

√5
, n=0,1,2,3,... .

Jak  widać,  jest  to  wzór  jawny,  pozwala  obliczyć  wartość  n-tej  liczby  Fibonacciego  bez  odwołań
rekurencyjnych, tzn. bez znajomości liczb wcześniejszych w tym ciągu. 
Przykładowo dla n = 4 mamy

 Φ4 = (1+√5
2

)
4

=1+4⋅√5+6⋅√5
2+4⋅√5

3+√5
4

24  = 
56+24⋅√5

16
=7+3√5

2
,

(─Φ)─4 = 
1

Φ4
= 2

7+3√5
= 2

7+3√5
⋅7−3√5

7−3√5
=

2⋅(7−3√5)

72−(3⋅√5)2
 = 

7−3√5
2

,

Φ4−(−Φ)−4=
(7+3√5)

2
−

(7−3√5)
2

=3√5

i, ostatecznie,  F4 = 
Φ4−(−Φ)−4

√5
 = 3. 

                 

A. Pierwsze wyprowadzenie wzoru Bineta. 

Korzystamy w nim z tego, że (bezpośrednio na mocy definicji liczby złotej) jest 
Φ2 = Φ+1.

Dlatego Φ3 = Φ·Φ2 = Φ·(Φ+1) = Φ2+Φ  = Φ+1+Φ  = 2Φ+1,
Φ4 = Φ·Φ3 = Φ·(2Φ+1) = 2Φ2+Φ  = 2·(Φ+1)+Φ  = 3Φ+2  

i (na mocy indukcji zupełnej) dla każdego n∈  mamyℕ  
Φn = Φ·Φn─1 = Φ·(Fn─1·Φ+Fn─2) = Fn─1·Φ2+Φ·Fn─1 = 

                                                                           = Fn─1·(Φ+1)+Φ·Fn─1 =
                                             = (Fn─1+Fn─1)·Φ+Fn─1 =  Fn·Φ+Fn─1. 

Podobnie stwierdzamy, że dla liczby φ sprzężonej z Φ,  tzn. dla liczby  φ := ─Φ─1 = ≈ ─0.618, 
zachodzi zależność  φn =  Fn+1─Fn·Φ.  

Korzystając z tych dwóch przedstawień, Φn = Fn·Φ+Fn─1 i φn =  Fn+1─Fn·Φ,  mamy 

Φn─φn = (Fn·Φ+Fn─1)─(Fn+1─Fn·Φ) = 2Fn·Φ+Fn─1─Fn+1 =
                                                                                 = 2Fn·Φ+Fn─1─(Fn +Fn─1) =

                                             = 2Fn·Φ─Fn = Fn·(2Φ─1) = Fn·√5, 

a więc  Fn = 
Φn−φn

√5
. 

Wobec tego, że  φ := ─Φ─1, otrzymana równość jest wzorem Bineta. 

Zaletą  dowodu  pierwszego  (A)  jest  nie  tylko  to,  że  uzyskujemy  w nim
wyrażenia  na  n-te  potęgi  liczb  Φ  i φ  :=  ─Φ─1 (w wyrażeniach  tych
występują tylko liczba Φ oraz liczby Fibonacciego). Przeprowadziwszy ten
dowód możemy bez trudu uzyskać wartość granicy Jacoba-Keplera. Istotnie,
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Fn+1

Fn

=

Φn+1−φn+1

√5

Φn−φn

√5

 = 
Φn+1−φn+1

Φn−φn  = 
Φn+1⋅(1−( φ

Φ
)

n+1

)

Φn⋅(1−( φ
Φ

)
n

)
 = Φ⋅

1−( φ
Φ

)
n+1

1−( φ
Φ

)
n  →

n→∞
Φ⋅1−0

1−0
=Φ, 

bowiem lim
n→∞ ( φ

Φ)
n

 = 0, gdyż |φ
Φ| = √5−1

√5+1
 ≈ 0.382 < 1.

               

B. Drugie wyprowadzenie wzoru Bineta. 

Na  mocy  twierdzenia  o granicy  Jacoba-Keplera,  tzn.  na  mocy  związku   lim
n→∞

Fn

Fn−1

=Φ,  ma  miejsce

równość przybliżona Fn ≈ Φ·Fn─1. Różnicę między jej stronami lewą i prawą oznaczamy przez En,     
  En := Fn─Φ·Fn─1. 

Pokażemy, że ciąg, jakiego n-tym wyrazem jest  En, jest ciągiem geometrycznym. Istotnie, korzystając
z formuły rekerencyjnej i z zależności między liczbami Φ i φ, tzn. z identyczności  

 1─Φ = φ,   1/φ = ─Φ,   Φ─φ = √5, 
mamy En = Fn─Φ·Fn─1 = (Fn─1+Fn─2)─Φ·Fn─1 = (1─Φ)·Fn─1+Fn─2 =

  = φ·Fn─1+Fn─2 = φ·(Fn ─ 1+
1
φ
⋅Fn−2) = φ·(Fn─1─Φ·Fn─2) = φ·En─1. 

Dlatego En = φn─2·E2 = φn─2·(F2─Φ·F1) = φn─2·(1─Φ·1) = φn─2·φ = φn─1, 
co pokazuje, iż ciąg (En)n=1,2,3,... jest ciągiem geometrycznym (1,φ,φ2,φ3,φ4,...).  

Wobec powyższego, korzystając z definicji symbolu En i z równości En = φn─1, mamy 
 Fn =    En+Φ·Fn─1 =  φn─1+Φ·(En─1+Φ·Fn─2) = 
                              = φn─1+Φ·φn─2+Φ2·(En─2+Φ·Fn─3) =  
                              = φn─1+Φ·φn─2+Φ2·φn─3+Φ3·(En─3+Φ·Fn─4) = ... =

                              = φn─1+Φ·φn─2+Φ2·φn─3+Φ3·φn─3+...+Φn─1·φ0 = ∑
m=0

n−1

φm⋅Φn−1−m = 

                                       = φn−1⋅∑
m=0

n−1

( Φ
φ

)
m

 = φn−1⋅
1−( Φ

φ
)

n

1−Φ
φ

 = φn−1⋅

φn−Φn

φn

φ−Φ
φ

 = 
φn−Φn

φ−Φ
 = 

Φn−φn

√5
 

i to kończy dowód. 

                            

Dowód (B) pokazuje, iż ciąg (Fn)n=1,2,3,... jest “bliski” ciągowi geometrycznemu – bliskość ta wyraża się
tym, że tu skonstruowany ciąg (En)n=0,1,2,3,.. jest ciągiem geometrycznym o ilorazie φ = (√5─1)/2 ≈ 0.612. 
    

Trójkąt prostokątny, którego boki pozostają w relacji 

    1:√Φ:Φ ≈ 1:1.272:1.618, 
nazywa się trójkątem Keplera. W tym trójkącie większy
kąt ostry jest równy około  51°50’ (kosinus tego kąta jest
równy 1/Φ).  

O takim trójkącie wspomniał Johannes Kepler w 1597 roku w liście
do Michaela Mästlina (1550-1631). Trójkąt taki wcześniej rozważali
Abu Bakr/Bekr w zachowanym po łacinie tekście Liber mensurationum

                Trójkąt Keplera i piramida Cheopsa            

                 

Ryc. 8. Trójkąt Keplera oraz kwadrat (jego bok ma długość 4√ϕ ≈ 5.0884) 
i okrąg (jego średnica ma długość 2ϕ, więc obwód jest równy π·ϕ ≈ 5.083) 
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(=Książka o mierzeniu;  przekładu dokonał  Gerard z Kremony,  1114-87),  Leonardo Pisano w Practica
geometriae (=Praktyka  geometrii,  1220)  i naczelny  kosmograf  królewski  w Lizbonie  Pedro  Nunes
w Libro de algebra en arithmetica y geometria (=Książka o algebrze w arytmetyce i geometrii, 1567). 

Każdy trójkąt prostokątny, którego boki pozostają w relacji 1:x:x2, nazwał trójkątem Keplera w roku 1979
Roger Herz-Fischler w artykule What did Herodotus really say? or how to build (a theory of) the Great
Pyramid (=Co rzeczywiście rzekł Herodot? albo o tym, jak zbudować teorię na temat Wielkiej Piramidy,
Environment and Planning B 6, p.89-93). Wspomniany tu Herodot z Halikarnasu (484-426, zwie się go
ojcem historiografii) zapisał, że podstawą piramidy Cheopsa jest kwadrat, którego bok ma długość taką
samą jak jej wysokość. Jest to, oczywiście, nieprawda (zob. Ryc.9: jest 440/280 = 11/7 ≈ 1.571). “Napra-
wiając”  tę  wypowiedź,  nieznani  tropiciele  zaszyfrowanych  zależności  odczytali  ją  jak  następująco:
„Kwadrat (zbudowany na) wysokości piramidy jest równy polu jej ściany bocznej.” i  znaleźli w niej złotą
liczbę! Istotnie, oznaczając  

 h = 280 kubitów ≈ 146.7 m – wysokość piramidy, 
 a = 110 kubitów ≈ 115.3 m – połowa długości boku podstawy,

   b – wysokość ściany bocznej, 
na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy a2+h2 = b2, i dla-
tego przytoczony zapis, h2 = a·b, daje związek 

 a2+a·b = b2, 
więc, po podzieleniu przez a i z oznaczeniem  x :=  b/a
mamy 1+x = x2.  Tę interpretację książką  Secrets of the
Great Pyramid (=Sekrety Wielkiej Piramidy, 1971) roz-
powszechnił Peter Tompkins.

Wcześniej  John  Taylor  (1859)  i Charles  Piazzi  Smyth
(1864) zauważyli, że iloraz długości obwodu podstawy
piramidy  do  jej  wysokości  jest  w przybliżeniu  równy
liczbie Archimedesa:

  
8 a
h

= 880
280

= 22
7

≈ 3.1429 ≈ π. 

 

W poprzedniej części naszego cyklu zaanonsowaliśmy, iż
powędrujemy z Pizy do Gizy, zagladając m.in. do Pragi
i Glasgow. Obietnicy tej dotrzymaliśmy: zajrzeliśmy do
Pizy, gdzie “narodziły się” liczby Fibonacciego, i do Gi-
zy, gdzie w wymiarach Wielkiej Piramidy dostrzega się
obecność  złotej liczby, Φ,  a więc  tej wielkości,  o której
– tak jej nie nazywając – w Aleksandrii pisał Euklides. Hipotezę, że ta liczba
jest  granicą  ciągu  ilorazów  kolejnych  liczb  Fibonacciego,  postawili
franfurtczyk Simon Jacob i pracujący w Pradze Johannes Kepler. Prawdziwość
tej obserwacji wykazał – lokując kwestię w obszarze równań różnicowych –
pracujący  w Londynie  Abraham  de  Moivre,  rozwinięcie  łańcuchowe  podał
w Glasgow Robert Simson.   

Tak więc obietnicę z poprzedniej części naszego cyklu zrealizowaliśmy – i to
z nawiązką,  bo  zajrzeliśmy też  do  Frankfurtu  i Pragi.  Dziś  zapraszamy  do
dalszych  wędrówek  w przestrzeni  i czasie,  w których  wieść  nas  będą,
oczywiście, liczby Fibonacciego i liczba złota Φ = (1+√5)/2 ≈ 1.618.

    
     
      

   
   
  
  
  2025-10-18
  

                Resumé            
Ryc.9. Wielka Piramida Khufu, czyli Cheopsa. Jej 
podstawą jest niemal kwadrat o boku mierzącym 
440 kubity, jej wysokość wynosi 280 kubitów (od-
powiednio około 230.6 i 146.7 m), więc boki nanie-
sionego tu trójkąta pozostają w stosunku
  b:h:(2a) = 356:280:220 ≈ 1.618:1.272:1 ≈ Φ:√Φ:1
[Manu Seyfzadeh – The mysterious pyramid on 
Elephantine Island: possible origin of the pyramid 
code, Archeolog. Discovery 5, 2017, p.187-223]

                 

 Ryc.10. Znaczek, jaki w 1974 roku wyemitowało Saint-Pierre et Miquelon 
(francuskie terytorium zamorskie, 242 km², 5800 mieszk.). Widnieją na nim 

Mikołaj Kopernik (1473-1543), Johannes Kepler (1571-1630), Isaac Newton (1643-1727) 
i Albert Einstein (1879-1955) [www.philarama37.com]

                   


