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Wiele ciekawego o liczbach Fibonacciego.
Czes$¢ I11: Z Pizy do Gizy

o . . o Kalendarium
W Europie liczby Fibonacciego pojawily si¢ w 1202 | ok 2560 p.n.c. zostaje wzniesiona Piramida Cheopsa.
roku w Pizie. Po okoto czterystu latach zauwazono, | ok 300 p.n.e. Pingala pisze Traktat o prozodii.
ze cigg, ktorego wyrazami sg ich ilorazy, F w1/ Ens Jest | ok. 300 p.n.e. Euklides pisze o podziale skrajnym i $rednim.
zblegny (do hC.Zby .OkOIO. 1.618). DOWOFI ego, e | ok. 700n.e. Virahanka objasnia misrau cza i przedstawia
granica tego ciggu jest liczba, ktora dzi§ zwiemy maatrameru: 1,2,3,5,8,13,34,55,... .
liczbg zlota ioznaczamy literg grecka @ (fi duze), 1202 Leonard z Pizy w Liber abaci okredla ,,ciag
przedstawiono niemal 150 lat p6zniej — w roku 1718. kroliczy” 1,1,2,3,5,8,13,21,... .
Liczba zlota jest numerycznym odpowiednikiem po- 1571 To, ze ilorazy F,./F, —®, gdy n—w, zauwazaja
dziatu odcinka, ktory Euklides zwatl podziatem skraj- 1611 Simon Jacob i Johannes Kepler.
nym/ekstremalnym. 1 §rednim, a ktéry obecnie nazy- 1718 Prawdziwo$¢ hipotezy Simsona i Keplera
wamy ztotym podziatem. _ wykazuje Abraham de Moivre.
Proporcji, jakg ten podzial wprowadza, mozna do- 1753 Robert Simson podaje rozwinigcie fancuchowe
szuka¢ sie w Piramidzie Khufu, czyli Cheopsa. liczby @=[1;(1)].
szieé'li.jq O.kOIO 2650 rp.n.e. Egip’cjan'ie, a zatem 1843 Jacques Binet przedstawia wzor jawny na F,.
moze juz oni znali liczbg¢ ztota. Piramida ta stoi 1876 Edouard Lucas ciag (F)mo12.= (0,1,1,2,3,5.8.,...)
w Gizie, ciag liczb, iloraz ktorych jest zbiezny do @, nazywa ciagiem Leonarda z Pizy, a jego
pojawil si¢ po raz pierwszy w Pizie — i stad bierze si¢ wyrazy — liczbami Fibonacciego.
tytut niniejszego tekstu, do lektury ktorego przyste- 1900 Zlota liczba zostaje oznaczona literg @.
pujemy.

Podzial skrajny i Sredni, boska proporcja

Mozna rzec, ze arytmetyka liczb naturalnych oraz zapisywanie tymi liczbami (oraz ich proporcjami ')
zaleznoS$ci w takich figurach geometrycznych jak prostokaty, kwadraty i trojkaty narodzity sie — ponad
5000 lat temu w Mezopotamii i nad dolnym Nilem — jako narzedzia przydatne w handlu, administracji
i astronomii. Ta matematyka — dzi§ zwiemy ja uzytkowa — przybrala w starozytnej Grecji i glownie za
przyczyna dzieta Elementy posta¢ nauki aksjomatycznej, a wiec rozumowania, w ktorym wypowiadane
zdania (zwiemy je twierdzeniami) uzasadniane sa dedukcyjnie, tzn. s logicznymi wnioskami ze zdan
przyjetych za prawdziwe (zwiemy je aksjomatami/pewnikami) i z twierdzen wczesniej udowodnionych.

WSsrad pojec i technik, jakie w Elementach zawart Euklides (0k.330-260 BC), znajdujg sie — w ksiedze VI
— podzial odcinka w stosunku skrajnym i Srednim (gr. Axpov kal péoov Adyov, czyt. Akron kai meson
logon), zwany podzialem w proporcji boskiej, podzialem w zlotym stosunku, podzialem boskim oraz
zlotym 2, oraz — w ksiedze VII — algorytm znajdowania najwiekszego wspdlnego dzielnika.

To, ze ten algorytm wyznacza rozwiniecie liczby w jej utamek lancuchowy (dalej to pojecie objasniamy
i pokazujemy jego zwiazek ze zlota liczba), pierwsi odnotowali Rafael Bombelli (L’algebra; 1572), Pie-
tro Cataldi (Trattato del modo brevissimo di trovare la radice quadrata delli numeri =Traktat o bardzo
szybkim znajdowaniu pierwiastka kwadratowego liczb; 1613) iJohn Wallis (Arithmetica infinitorum

' W starozytnej Grecji nie znano innych liczb niz naturalne, utamki traktowano wytgcznie jako proporcje, sktadowe catosci

i, pomijajac nieliczne wyjatki (wsrod ktorych byto 2/3) zapisywano je jako tzw. utamki egipskie, tzn. wielko$ci postaci
1/q, gdzie g oznacza liczb¢ naturalng. Pierwszy ulamki postaci p/q, rozwazat Heron z Aleksandrii (ok. 100 r.n.e.), zapis
z uzyciem kreski utamkowej wprowadzit Diofantos (ok. 250 r.n.e.). W Europie status liczby uzyskaty utamki (i, ogolnie;j,
liczby wymierne) dopiero w 1585 roku, gdy Simon Stevin opublikowal pracge De thiende (=Jedna dziesigta; zaraz po
wersji niderlandzkiej ukazala si¢ francuskojezyczna: La disme); to w niej po raz pierwszy roz-
waza si¢ utamki dziesigtne. Wczesniej operacje arytmetyczne na utamkach opisano w In-

diach w traktatach Sthananga Sutra (ok. 150 r.) i Sulba-sutras (ok. 500 r.).

Wigcej o tym podziale oraz o utamkach tancuchowych opowiada tekst Liczba zlota i don 4
podobne, wszystkie nadobne, ktory niedtugo udostgpniony zostanie w zasobach MuMy. iy A s i
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=Arytmetyka nieskonczonosci; 1656), a doglebne rozwazania o utamkach tancuchowych przeprowadzili
Leonhard Euler (De fractionibus continuis dissertatio =Rozprawa o utamkach taricuchowych; 1737, opubl.
1744) i Carl Friedrich Gauss (Disquisitiones arithmeticae =Badania arytmetyczne; 1798, opubl. 1801).

Ryc.1. Podziat zloty odcinka czerwonego a+b

na czesci zielong (dtuzsza, a) i niebieskq (krétsza, b). a I b

Warto$¢ liczbowa podziatu boskiego uzyskujemy bez trudu °. Oznaczywszy, tak jak na ryc.1, dtugosci
czesci dhuzszej i krotszej danego odcinka literami a i b, widzimy, ze caly odcinek ma dlugos¢ a+b i ze
jego podziat w zlotej proporcji oddaje/opisuje relacja

atb _ a
a b’
. . a . 1
czyli — po oznaczeniu x := b zwigzek 1+— = x.
X

Obustronne pomnozenie tego zwigzku przez x przeksztatca go w réwnanie kwadratowe x* —x—1 = 0.

Nazywamy je rownaniem zlotym, jego pierwiastkami sa 1_27\@ ~—0.618, 1+2\/§ ~ 1.618.

Pierwsze z tych rozwigzan odrzucamy (gdyz jest liczba ujemna). Drugie jest poszukiwang wartoscia
ilorazu x = a:b. Te wielkos¢ nazywa sie zlota proporcja (ang. golden ratio) oraz liczba zlota i oznacza
wielka literg grecka fi (®)*; tak wiec

D = % ~1.618.

Ulamek lancuchowy liczby zlotej ®@ i jego redukty

Biorac, przykladowo, liczby 876 i 678, przypominamy sobie, jak podany juz w Elementach algorytm
znajduje ich najwiekszy wspolny dzielnika (jest on rowny 6): w kolejnych krokach wyznacza on czesci
catkowite i ulamkowe dzielenia jak nastepuje:

876 . 198 678 _ 84 198 . 30 84 _
=1+ , =3+ , =2+—, —=2+
678 678" 198 198" 84 84" 30

Mozna to wszystko zapisa¢ ciggiem rownosci
876 = 678-1+198, 678 = 198-3+84, 198 = 84-2+30, 84 = 30-2+24, 30 = 24-1+6, 24 = 6-4+0,
w nich mamy czesci catkowite (kolejno 1,3,2,2,1,4) i reszty z dzielenia (kolejno 198,84,30,24,6,0).

24 30_..6 24_, 0
ey
30°24° 24’ 6 6

’ Dla nas jest to zadanie tatwe. W Starozytno$ci nie myslano nawet, by omawiany podziat “utozsami¢” z liczba
(bo znano tylko liczby naturalne). Szansa na poprawne sformutowanie tego zadania i na jego rozwiazanie
pojawita sie dopiero wowczas, gdy zaczeto stosowa¢ oznaczenia symboliczne, a wiec w zasadzie dopiero
w XVII wieku.

*  Trzeba uwazac, gdyz liczbe zlotg oznacza sie tez literkami ¢ Iub ¢ (czesto je pochylajac: ¢, ¢). W niniejszym
tekscie literkami ¢ i ¢ oznaczamy odpowiednio odwrotno$é liczby zlotej, ¢ = 1/® = (V5—1)/2 = 0.618,

i liczbe sprzezona z liczba @, tzn. taka, ze ¢-d®=—1, czyli N

\ 1 1-+5
0] s > 0.618.

Przypomnijmy, ze nie jest tez ujednolicona symbolika

liczb Fibonacciego: najczesciej n-ta liczbe oznacza sie

przez F,, ale bywa ona oznaczana np. przez f,. Co
wiecej, nie zawsze indeksacja jest “pigtkowa”, tzn.
taka, 7e Fs=5 (a WIQC F():l, F1:1, F2:1, F3:2, F4:3).

Ryc.2. Trzy kroliki, krzywa wieza w Pizie (wys. 55 m)
i piramida Cheopsa (wys.137 m)

Collage A.Marlewski 2025: [www.solarnavigator.net], [www.hsccvt.org]
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Oznaczywszy dzielng i dzielnik oraz czesS¢ catkowita ireszte z dzielenia literami n, d, z i r, mamy
r

n=d-z+r, gdzie n>d>0, zeZ={...,—2,—1,0,1,2,3,4,...} oraz r€{0,1,...,d—1}. A zatem jest % :Z+E'

Konsekwentnie stosujac te identyczno$¢ (tak dtugo, jak mozna — a mozna dopdki nie natrafimy na dzie-
lenie przez 0), otrzymujemy ciag rownosci

@=1+198=1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 :1+;:
678 678 678 84 1 1
o 3+— 3+— 3+
198 198 198 30
- 24+—
84 84
= 1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =
3+ 1 3+ T 3+ 1 3+ T
2+— +— 2+ 2+
84 2+% 2+L 2+ 1
30 30 30 6
= ]_+_
24 24
=1+ 11 =1+ 11
3+ 1 3+ 1
2+ 1 2+ 7
2+ 1 2+ T
1+— 1+=—
24 4
6

O otrzymanym wyrazeniu méwimy, ze jest zapisem liczby 867/678 w postaci utamka tancuchowego, ze
jest postacia tancuchowa tej liczby, Ze jest rozwinieciem tej liczby w ulamek }anicuchowy. Wyrazenie
takie jak to — a wiec zbudowane z utamkow, ktérych liczniki sq rowne 1 — zwiemy prostym ulamkiem
lancuchowym (ang. simple continued fraction). Tym samym prosty utamek tancuchowy ma postac

[€05C1,C25eesCn] = Co+ lub [co;c1,€2,C35...] = €+

t— Cit—

w ktorym ¢o € Z, cx € N:={1,2,3,4,...} dla k € N. Mowimy przy tym, Ze te utamki sq odpowiednio skon-

czone i nieskonczone, ze liczby ck sa k-tymi cyframi tych utamkow tancuchowych, tych rozwiniec.

Podobnie jak ulamka dziesietnego nie zmienia dopisanie koncowych zer (np. 1.618=1.618000...), tak

kazdy utamek tancuchowy skonczony mozna uznac za nieskonczony, przyjmujac konwencje, ze
[cos€1,C2,-.,€n,0,0,...] 1= [Co;1,C,..,Cl.

Pokazuje sie, ze liczby wymierne majq rozwiniecia tancuchowe skonczone (i, przyktadowo, 867/678 =
[1;3,2,2,1,4]), zaS niewymierne — nieskonczone (np. m=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...]). Przy okazji
wspomnijmy, Ze pierwszy dowod tego, Ze m nie jest liczba wymierng, przedstawit w 1761 roku Johann
Heinrich Lambert i dokonat tego siegajac do rozwinie¢ tancuchowych ogdlniejszych niz dotad tu
przedstawiane; ich przyktady podaja przedstawienia

%: 1 - , tan(x)= :
1+1— 1+L

24— 3+

5° —X
M H 24 5+
2+... 7+...

Pierwsze z tych przedstawien jest innym zapisem tzw. identycznos$ci Leibniza
T (1673), tj. rownosci /4 = 1—1/3+1/5—1/7+1/9—1/11+.... Drugie jest rozwi-
SEEEE .. nieciem lancuchowym tangensa i to z niego skorzystal Lambert, dla x = /4
e Zﬁiﬁ daje ono przedstawienie taficuchowe liczby 1. W obu tych przedstawieniach
! e -:|' . , - .

i ws =" mamy utamki tancuchowe, ktore nie sq proste.
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Oczywiscie, mozna uzyskiwac skonczone rozwiniecia fancuchowe dowolnych
liczb (i dla liczb niewymiernych sa one ich przyblizeniami), np.

n~ 3.14159 = [3;7,15,1,25,1,7,4], ®~ 1.618 =[1;1,1,1,2,4,1,5].

Pierwsze przyblizenie tancuchowe liczby niewymiernej wyznaczyt Rafael Bombelli, w 1576 roku zapisat
V13 = [3;1,2]. Prawie 200 lat p6zniej, w 1768 roku, Joseph-Louis Lagrange pokazal, ze rozwiniecie tej
liczby w ulamek tanicuchowy jest okresowe (tzn. Ze cyfry tego rozwiniecia sie powtarzaja):

98 w53 ) o ( §e

FRACTIO\HBVS CONTINVIS.

DISSERTATIO.
AVCTORE
Leonb.  Euler.

§ 1.

[ Arii in Aalyfin recepti funt modi quantitates, quae
alins difficulter aflignari queant, commode expri-

mendi.” Quantitatés feilicet jrrationales et trans-

cendentes,, cuiusmodi fant fogarithmi, arcus circulares, alia~

rubnque. curnarome quadraturaer, per feries infinitas exhi~
beri folent, quae, cum terminis conflent coguitis, valo~
res* illarien ‘quantitatum fatis diftinéke indicant.
fem iftae duplicis funt generis,” ad quorum prius pertinent
illac feries, quarum termini additione fubtractionene funt
connexi; ad pofterius vero refesri poffunt eae, quarim
termini multiplicatione coniungunwmr.,  Sic viroque mo-
do area circuli, cuivs diameter eft —zx, exprimi fo-
let i "priofe nirpirdm drea circoli sequalis dicitw 1—§ 4=
j—i—-i—etc. in infinim; poﬂericre vero modo eadeny

4458581010
v ”,.ctc in jn-

area sequater haic expreffioni 5
finitum.  Quarom ferierum illae rcllquls merito praefe=
runtar, quag m\}.lme conuergant, et pauciffimis fumendis
terminis valorem quaunta tis quaefitae proxime pracbeant.

§. 2. His dnobus ferieram gencnbus non immerito

foperaddendum  videtur tersium,  cuius termini continoz
dinie

Ryc.2. Pierwsza strona artykutlu
Leonharda Eulera z 1744 roku
[scholarlycommons.pacific.edu/eu
ler-works/71]

Majac juz dostateczng wiedze na temat utamkow tancuchowych, wracamy do
liczby zltotej ®. Jak juz wiemy, jest ona pierwiastkiem réwnania x> —x—1=0, |20

a wiec spelnia zwigzek

Stad, po jego obustronnym podzieleniu przez ®, mamy

@* = P+1.
(D:CD+1
)

Zastepujac w wyrazeniu 1+% wielkos¢ @ przez 1+%, otrzymujemy kolejno

réwnosci

O=1+—1,

1+—
D

Series au- 7

=g 15

—1+— L p=1+— 1 id o
1+ 1+ 1
1+l 1+i
2 1
D

V13 =[3;(1,1,1,1,6)] — nawiasy okragle ujmujq powtarzajacy sie ciag cyfr,
V13 =[3;1,1,1,1,6,1,1,1,1,6, 11,1,1,6,...].

Powyzsze informacje o utamkach tancuchowych (niezbedne, gdy za chwile
bedziemy mowili o przedstawieniu lancuchowym liczby @) uzupelniamy
jeszcze o termin ‘redukt’ (ang. convergent of continued fraction): j-tym
reduktem ulamka lancuchowego [co;c1,c,Cs,...] (nieskonczonego lub skon-
czonego) nazywamy utamek tancuchowy [co;c1,c2,C3,...,6i].

Przykladowo, kolejne redukty liczby 1.628 =[1;1,1,1,2,4,1,5] sq rowne

[1] =1,

[1;1] =2,

[1;1,1] = 3/2,

[1;1,1,1] = 5/3,
[1;1,1,1,2] = 8/5 =1.6,
[1;1,1,1,2,4] =13/8 =1.625,

[1;1,1,1,2,4,1] =57/35 =1.628571...,
[1;1,1,1,2,4,1,5] =70/43 =1.627906... .

Okoto 1657 roku Christiaan Huygens odnotowal, zZe redukty utamka tancu-
chowego danej liczby sa jej najlepszymi przyblizeniami wymiernymi maja-
cymi mozliwie najmniejsze mianowniki. Prawdziwos¢ tej obserwacji wyka-
zal w roku 1744 Leonhard Euler, dow6d zamieszcza artykut De fractionibus
continuis dissertatio (=Rozprawa o utamkach tancuchowych; Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae, tomus IX, 1744, p. 98-137), przywo-
fany tu wynik nazywamy twierdzeniem Huygensa-Eulera.

1
D

Kazda z tych rowno$ci mozemy postrzegac jako “rownanie tancuchowe na licz-
be ®” — rownanie, ktorego prawa strong jest ulamek tancuchowy, w ktérym
wystepuje wiele jedynek i tylko jeden raz liczba ®.

Ryc.3. L.amane, ktérych wierzchotkami sg punkty (n,F») dla n=0,1,2,..., punkty (n,F./Fn—1) dla
n=1,2,3,...,i (n,E,) dlan=0,1,2,3,.... Pierwsza z nich mozna nazwac¢ tamang Fibonacciego,

druga — tamang Jacoba-Keplera. Trzecia famana jest wizualizacjq ciagu geometrycznego |—

o wyrazie poczatkowym 1 i ilorazie ¢=(1—V5)/2 ~ —0.628. | 0
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Ryc.4. Strona tytutowa artykutu Roberta Simsona z 1753 roku
[archive.org/details/philtrans02374301]

Pierwszy doglebniej takie zwigzki omowit — w artykule An explication
of an obscure passage in Albert Girard's Commentary upon Simon
Stevin's works (=Objasnienie niejasnego przejscia w komentarzu Al-
berta Girarda dotyczqcym prac Simona Stevina; Philosophical Trans-
actions, Vol. 48, LVI, 1753, p. 368-377) — Robert Simson (profesor
uniwersytetu w Glasgow). Co wiecej, pozwolit sobie réwnanie tancu-
chowe “pociggng¢” w nieskonczono$¢ °, tzn. zapisat, ze

@ =[1;(1)].

Tego nieskonczonego utamka tancuchowego reduktami nr 1, 2, 314 —
tj. liczbami ry = [1;1], o = [1;1,1], s = [1;1,1,1] i rs = [1;1,1,1,1] — sa

[ 3681

LVL. An Explication of an obfcure Paflage
in Albert Girard’s Commentary upon Simon
Stevin’s Borks (Vide Les Oeuvres Ma-
them. de Simon Stevin, 4 Leyde, 1634,
p. 169, 170); &y Mr. Simfon, Profeffor
of Matkematics at the Univerfity of Glaf-
gow : Communicared by the Right Honour-
able Philip Earl Stanhope.

Read Dec. 20, ¢ UIS que je fuis entré en la ma-

1753 P ¢ tiere des nombres rationaux,
“ jadjoufteray encore deux ou trois particularitez,
“ non encor par cy devant practiquées, comme d'ex-
«¢ pliquer les radicaux extremement pres, &¢.”

The firft thing Albert Girard gives in this place is
a method of expreffing the ratio of the {egments of a
line cut in extreme anid mean proportion, by rational
numbers, that converge to the true ratio. For this
purpofe he takes the progreffion 0,1, 1, 2, 3, 5, 8,13,
21, ¢re. every term of which is equal to the fum of

1 1 1_3 the two terms that deit: and 2 be
= — = — — — -2 precede it: and fays, any number
ro=1+ 1 =1+1=2, =1+ =1+ 2 - 2’ in this progreffion has unto the following the fame
1+= ratio [nearly] that any other has to that, which fol-
lows it. ‘Thus § has to 8 nearly the fame ratio, that
8 has to 13 ; confequently, any 3 numbers next vne
1 1 1 2 5 another as38, 13, 21, nea;ly expref(s the fegments of
a line cut in extreme and mean pr ion, and the
rs=1+ =1+ =l+-=1+-=, whole line; fo that 13, 21, . B. Itgiswrong
1 3 3 3 printed for the fecond num. ad of 21) con-
1+ 1+= 5 itute
1+=
1 1 1 1 1 3_8
rs=1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 =1+ :1+§:1+§:§
1+ 1 1+ 1 +§ 1+= 3
1+ 1 1+= 5
1+=
1
Nietrudno jest zauwazy¢, ze k-ty redukt, ri, zlotej liczby @ jest . * DE NIVE

ilorazem liczb Fibonacciego, r« = Fi.1/Fi, gdzie Fo=0, F1=1, F,=1, %

s . orwm

F3=2, F,=3, Fs=5, F¢=8 F,=13 itd. Zgodnie z twierdzeniem
Huygensa-Eulera redukty te sa w zbiorze liczb wymiernych
najlepszymi przyblizeniami liczby ® majacymi mozliwie mate
mianowniki.

To, ze granica ciggu tych reduktéw — a wiec zZe jest granicg ciaggu <

ilorazow kolejnych liczb Fibonacciego — jest liczba zlota @,
wykazatl w 1718 roku Abraham de Moivre (wprowadzajac w tym
celu tzw. funkcje generujace; ich znajomo$¢ nie jest nam tu
niezbedna, wiec ich tutaj nie omawiamy). By upamietni¢ to, ze
pierwsi o zbieznoSci ciggu (Fn+1/F,) wypowiedzieli sie Simon
Jacob iJohannes Kepler (wroku odpowiednio 1571 i1611),
granice tego ciaggu nazywamy granicq Jacoba-Keplera.

5 Przejscia do nieskonczonosci sa ryzykowne. Przykladowo: stad, ze 1/n
jest liczba dodatnia kazdego naturalnego n, nie wynika, iz takze
dodatnig jest granica ciagu (1/n)n=123.. — jak wiadomo, jest ona réwna
0. Podobnie rzecz sie ma dla iloraz F,.//F, liczb Fibonacciego: cho¢
dla kazdego n€N jest iloraz ten jest liczbg wymierna, to granica ciggu
(Fn+1/F)n=1,23,. jest liczba niewymierna (mianowicie jest rowna ®).

Contrafi gueratir,cur omncs aded arbores ¢ fiutices, { auteerté
2Y e t,\‘_,r:.".'crmﬁn'm.? 7:(!)1“ " .'*.'Q‘n‘r.'-'i FE, 0 ﬂ.’{f&?ﬁ.ﬁ' (g
WInario , quem jf;-‘ e in ‘ow,u'_ G uyrisf “guitur ﬁ':a;?m rz'iﬂ?ﬁﬂ'o.
1 Vel COgRAre BUMErD , FHinio 1 lddenario; qutiini 1ntus o
;r.;,zm:."‘:; jr.li?.'{'i.r.'f.':.'s ,:ti cliid ﬂ:t':. L gr!ra.'!’ 'ﬁ' obtinctincicn=
; /-’_;;(:mr .u’;,r shie inguam locum hiber ﬁr:m’.-rm ‘amﬁri-
ut proprietatis fleure , que anizmazzharnn plantarum cha
et Et detegam obiter cogitationcsmeas fiper hagre.
Drofint corpora regularia, dodecaedron & leofaedron, qyorum
illid guinguangulis fguratur exproffe, hoc triangulis guidem , fed in
frgieiigils formans cosptatis. Viriuffy horum corporum s ipffissg,
wangult firucturaperfici won potest fine proportione illa,
gueam hadicrm Geometra Divinam appellant. Eit autem ffc compa-
dua mifiores proportionis continusg termint innéli confiit-
ant tertium femperd, addit duo proximi,conflatuant mmedieté [o-
quentemn seadens _,-{ miper duraite proportioie, in infipitum wﬁ e,
Ininumeris exemplum per(eitum dare ofl impaffibile.  Duo longias
tamenprogredimir abunitate, hocfit exemplam perfectues.Sint mi-
nimi Ld":,qwf imaging .‘50;;’19&5”4.’5. Adde,ffent 2. cut. adde maro-
remifient 3 cuiadde2 fient s.eniadde; fent 8, cuiadde 5 frent 13,
cusaddes fient 21, Semper enim vt s ad §,fieS ad 13, fere, Gre Sad.
13.fic1z ad 20, fere:

Ad hnius proportionis feipfam propaganti fprilitudinem, pute
effictam effe facultatem feramnariam: . it 1.4 iflore prafertur femina-
vix facultatis ymeior vexillun Quinguangulum. Mitto ceters
que ad buins vei confirmationem iucund fiima contemplatione p-y’-‘
fent adduci. Sedpropriusillis debetur locus, Nounc hecexemplitan-
tuin canfi preitfimus; vt in rimands fgara Nowis fexangnlafi-
ans inflri:Cliores exercita tioresg.

Cutn enim propofiifemus inguirere originem figurebuices in ni-

2 Fign. #e enter cafas extrinfecas & .r'mripr/e':u Enter EXIErnas primuin, ﬁ\-
it

= [eofferebatfiigus.Condenfatiofinecita frigore: per condenfationens

5

wero vaporcoitin figuram flelle. videbatur iqunr frigms il figuram
prefearelells. Tupettnm oit ad cejideration aliam » an frigus fit Niw
Tira

Ryec. 5. Strona 11 z rozprawy Keplera z 1611 roku, na ktorej odnotowat, iz ilorazy kolejnych liczb Fibonacciego daza do proporcji,
jaka w pieciokacie foremnym zachodzi migdzy przekatng i bokiem [archive.org/details/ioanniskepleriss00kepl/page/n21/mode/2up]
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Wzér Bineta dla liczb Fibonacciego

Przypomnijmy sobie, ze poznawane w szkole $redniej ° ciag arytmetyczny (a,)n-0,123,.. 0 TOZnicy r i ciag
geometryczny (gn)n-123.. O ilorazie q (q#0) mozna definiowa¢ rekurencyjnie, tzn. podajac ich wyrazy
poczatkowe — odpowiednio a, i go — i wzory rekurencyjne — odpowiednio @n+1 = dy*1, gni1 = q*gn — StOSO-
wanie ktérych wyznacza wyrazy kolejno

a, = ao+r, ap = al+r, as = Clz‘H", dyg = Cl3+r, ceey

91=q90, 92=q°g1, 93 =q°G2, G4 =q'gs, ... .
Latwo zauwazy¢, ze zachodzg réwnosSci a, = ao+2r, as = ap+3r, a, = ap+4r, oraz g1 = q-go, 9> = q**go,
g3 = q*-go, s = q*+go. Przypatrujac sie tym wzorom mozna postawic hipoteze, ze

a, = aptn-r,

gn=q"go-
Stosujac metode indukcji zupelnej bez trudu pokazuje sie, ze wzory te zachodza dla kazdego
n€lN, := {0,1,2,3,...}. Te zalezno$cia znane byly juz w Starozytnosci, w podanej symbolice funkcjonuja
od okoto 500 lat (druga z nich na ogot zapisywana w postaci g, = go-q"). Powiadamy o nich, ze sa wzo-
rami jawnymi na n-ty wyraz ciaggdw odpowiednio arytmetycznego (a,) i geometrycznego (g»), Ze wyra-

zaja dowolny element a,, i g bez znajomosci elementow majacych indeksy/wskazniki mniejsze niz m.

Przykladowo, jesli ap=—1 i r=2, to a;00=—1+100-2=199,
jesli go=11i =2, to g1,,=1-2'"=1024.

Abraham de Daniel Leonhard Jacques P.M.
Moivre Bernoulli Euler Binet
(1667-1754)  (1700-1782) (1707-1783)  (1786-1856)

- S

Ryc.6. Czworka matematykow, ktorzy uzyskali (niezaleznie) wzor Bineta
{Michael Waldschmidt — Linear recurrence sequences, an introduction, Int.
Conference on Special Functions & Applications, Amal Jyothi College on
Engineering, Kanjirapali (Kerala), Nov. 22-24, 2018}
[webusers.imj-prg.fr/~michel.waldschmidt/articles/pdf/]

Zwrocmy uwage na to, ze dla kazdego n€N, zachodza rownosci
Ani1—0n =1 0raz gni—q-gn =0 (czyli gni1/gn = q). W literaturze
klasyfikuje sie je jako liniowe réwnania réznicowe rzedu
pierwszego (bo wystepuja w nich wyrazy ciggu o indeksach
rozniacych sie o 1). Odpowiadajg im réwnania a—1 =r oraz
g—q = 0, ktore powstajq wskutek formalnego zastgpienia ax i g«
przez a*i g*. Rownaniami réznicowymi — takimi jak dwa tutaj

(563 )
est
(5) =9 G(1,n—2) + ryv,G{a, n—2):
dans cette formule, ¢, et v, sont les deux  arbitraires de l'intégreation ;
G (1,n— 2) est la somme des produits discontigus formés avec les lettres
Fiy Fayerey Fnezy G (2, n —2) est la méme somme d'ol I'on.aura enlevé tous
les termes qui ont r, pour facteur, Si, pav exemple, n = 7,
G(l, 79— a) =1+ P+ L+ N+ NG LN

+ Py + Tyl A P PP

G (2,7 — 2)= 1+ Fy+Ty+ Iy Tyt Pl Tyl + 1Ty

Lenombre des termes de I'expression précédente, ou de Fintégrale ¢, est

(e )

Par exemple, le dénombrement des termes de vy, d'aprés la composition
que nous venons de rapporter, est 13 + 8 = a1; cac G(1, 5) renferme 13
termes, et G(2, 5) en renferme 8. Or, si l'on calcule ce nombre par la for-
mule, on trouve, par les développements et les réductions,

;ﬁ'[([ +y5)' — (1 —\B)] = ar.

Apreés avoir formé la valeur de v,, on revient, dans le Mémoire, & celle de Y,
qui en dépend immédiatement. Afin dabréger, nous ne rapporterons pas ici
la formule.

» L'intégrale de 'équation du troisiéme ordre

Yeis = Ba Vopa + TaXaur o Y, + Ao

ot I'on suppose que {3, n'est pas nul, se raméne aisément a celle d'nne équa-
tion de la forme

6 Vass = Vnss + Falasy + Su¥a;

et la composition de l'intégrale de cette derniére équation exige que l'on
forme des sommes de combinaisons discontigués, qui ont des analogies

Ryec.7. Strona 536 zwydania pracy Bineta
z 1843 roku [www.biodiversitylibrary.org/
item/20582#page/569/mode/1up]

przytoczone oraz rownaniem, ktére pojawi sie za chwile i ktére zwiemy rownaniem Fibonacciego — zajeli
sie niezaleznie Abraham de Moivre (w 1718 roku), Daniel Bernoulli (w 1726) oraz Leonhard Euler
(w 1728) i wypracowali ogélny schemat znajdowania ich rozwiazan. Uzyskane przez nich wyniki

®  Klasa III w programie nauczania matematyki: A.Kaminska, D.Ponczek — Program nauczania

matematyki dla liceum/technikum, str.8 i 35, Nowa Era, Warszawa 2019.
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pozostaly niedostrzezone. Wiele z nich uzyskal samodzielnie Jacques Philippe Marie Binet, opublikowat
je wartykule Mémoire sur l’intégration des équations linéaires aux différences finies, d’un ordre
quelconque, a coefficients variables (= Memoriat o catkowaniu réznicowych réwnan liniowych
dowolnego rzedu i o zmiennych wspotczynnikach, Comptes Rendus des Séances de 1’Académie des
Sciences, tome 17, 1843, p. 559-567) itym razem zostaly odnotowane przez Swiat matematyki,
dodatkowo upamietnione nazwaniem wzorow jego imieniem.

Ponizej wyprowadzamy (dwoma sposobami: A iB) wzor Bineta dla liczb Fibonacciego, tzn.
identycznos¢

q)n_(_q)) n
V5

Jak wida¢, jest to wzdr jawny, pozwala obliczy¢ warto$¢ n-tej liczby Fibonacciego bez odwotan
rekurencyjnych, tzn. bez znajomosci liczb wczesniejszych w tym ciggu.
Przykladowo dla n = 4 mamy

1+¢§)4: 1+44-V5+6-V5'+4-V5'+4/5" _ 56+24-/5_7+375
2 2" 16 2
1_ 2 2 7-345_2(7-3V5) _7-3\5

F,= ,n=0,1,23,... .

ot = (

o= ®' 7+3V5 7+35 7-3V5 7_(345) 2
cp“—(—@)“=(7+3®—(7_§®:3£

. . _ ' —(-2) " _

i, ostatecznie, F, = —\/g 3.

A. Pierwsze wyprowadzenie wzoru Bineta.

Korzystamy w nim z tego, ze (bezposrednio na mocy definicji liczby zlotej) jest
@* = O+1.
Dlatego D =P P* = D (P+1) = P+D = O+1+D = 2P+1,
=0 @’ = O-2D+1) = 20*+D =2:(D+1)+D = 3P+2
i (na mocy indukcji zupeinej) dla kazdego n€IN mamy
O"'=0- 9" = @ (Fpy*®+F, ) = Fy @ +DF,; =
= Fn_l'(q)+1)+q)‘Fn_1 =
= (Fn—1+F —1)'(D+Fn—1 = Fn'q)+Fn—1-

Podobnie stwierdzamy, ze dla liczby ¢ sprzezonej z @, tzn. dla liczby ¢ := —®~' =~ —0.618,
zachodzi zaleznos¢ ¢@" = F—F, ®.

Korzystajac z tych dwoch przedstawien, ®" = F,®+F,—; i ¢" = F,1—F, ®, mamy

@n—(pn = (Fn-(D-I-Fn—l)_(Fn*'l_Fn'(D) = 2Fn'(D+Fn_1_Fn+1 =
= 2Fn-q)+Fn_1—(Fn +Fn—1) =
= 2F,®—F, = F,-(2d—1) = F,-V5,

: "—@"
a wiec Fn= e
V5
Wobec tego, ze ¢ := —®@', otrzymana réwnos¢ jest wzorem Bineta.

2025-10-18

Zaleta dowodu pierwszego (A) jest nie tylko to, ze uzyskujemy w nim
wyrazenia na n-te potegi liczb ® i@ := —®' (w wyrazeniach tych
wystepuja tylko liczba @ oraz liczby Fibonacciego). Przeprowadziwszy ten
dowod mozemy bez trudu uzyskac¢ wartosS¢ granicy Jacoba-Keplera. Istotnie,
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(I)n+1—(Pn+1 1 1 ®n+1.(1_($>n+1) 1_($)n+1
F n+l__ n+ .
I;H - (1)11\/g n :q)cI)n (pn - ° n =0 x n :) q)& 8:®’
n —Q —Q n [0) o) n->w —
" (1-(2 1-(2
NG (1-(5)) (5
bowiem Eﬂ(%) =0, gdyz %‘ = J@: ~0.382 < 1.

B. Drugie wyprowadzenie wzoru Bineta.

n

Na mocy twierdzenia o granicy Jacoba-Keplera, tzn. na mocy zwiazku lim =®, ma miejsce

n3o Lin_q
rownosc¢ przyblizona F, # ®-F, ;. Roznice miedzy jej stronami lewq i prawa oznaczamy przez E,,
E,:=F—® F.,.
Pokazemy, zZe ciag, jakiego n-tym wyrazem jest E,, jest ciaggiem geometrycznym. Istotnie, korzystajac
z formuly rekerencyjnej i z zaleznosci miedzy liczbami @ i @, tzn. z identycznosci
1—® =9, 1l/p=—0, ®—¢="15,
mamy E,=F—®F,=(Fnr1tFpo)—®F,y = (1—®)-F,1+F =

1
=@ FunatFns = (P'(Fn—1+6.Fn_2) =@ (Frr—® Fr2) = 9-Eni.
Dlatego E, = ¢" > E; = " *-(F,—®-F)) = 9" *-(1—®-1) = ¢" >¢ = @" 7},
co pokazuje, iz ciag (En)s-123,. jest ciaggiem geometrycznym (1,9,0%,¢°,¢%,...).
Wobec powyzszego, korzystajac z definicji symbolu E, i z réwnosci E, = ¢"', mamy
Fo= E4®F,_ = ¢"+® (E,+®F,) =
= (pn_1+(D.(p”_2+q)2.(En_2+(D.Fn_3) =
= 4D "D D (B gt D Frg) = ... =

= (pn—1+(D,(pn—2+(D2,(pn—3+q)3_(pn—3+.“+q)n—l_(p0 = (Pm.q)”—l—m =

m=0
(Dn (pn_q)n
n—1 d m 1_(a> (pn (pn (Dn (Dn (pn
= n—l. —_— = n_l.— = n_l. = — = —
02 () =0 o " 50 g0 %
¢ o

i to konczy dowad.

Dowdd (B) pokazuje, iz ciag (Fn)n=1.23,. jest “bliski” ciggowi geometrycznemu — bliskosS¢ ta wyraza sie
tym, ze tu skonstruowany ciag (E,)n-0,123.. jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢ = (V5—1)/2 % 0.612.

aréjkqt Keplera i piramida Cheopsa

. Trojkat prostokatny, ktérego boki pozostaja w relacji
1:VD:d ~ 1:1.272:1.618,
nazywa sie tréjkatem Keplera. W tym trojkacie wiekszy
kat ostry jest rowny okoto 51°50’ (kosinus tego kata jest
rowny 1/@).

O takim tréjkacie wspomniat Johannes Kepler w 1597 roku w liscie ND
do Michaela Mastlina (1550-1631). Trdjkat taki wczesniej rozwazali
Abu Bakr/Bekr w zachowanym po tacinie tekscie Liber mensurationum

Ryc. 8. Trojkat Keplera oraz kwadrat (jego bok ma dtugos¢ 4o =~ 5.0884)
i okrag (jego srednica ma dlugos¢ 2¢, wigc obwad jest rowny m-¢ =~ 5.083)
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(=Ksiqzka o mierzeniu; przektadu dokonal Gerard z Kremony, 1114-87), Leonardo Pisano w Practica
geometriae (=Praktyka geometrii, 1220) inaczelny kosmograf krélewski w Lizbonie Pedro Nunes
w Libro de algebra en arithmetica y geometria (=Ksiqzka o algebrze w arytmetyce i geometrii, 1567).

Kazdy tréjkat prostokatny, ktérego boki pozostajg w relacji 1:x:x%, nazwat tréjkatem Keplera w roku 1979
Roger Herz-Fischler w artykule What did Herodotus really say? or how to build (a theory of) the Great
Pyramid (=Co rzeczywiscie rzekt Herodot? albo o tym, jak zbudowac teorie na temat Wielkiej Piramidy,
Environment and Planning B 6, p.89-93). Wspomniany tu Herodot z Halikarnasu (484-426, zwie sie go
ojcem historiografii) zapisal, Ze podstawa piramidy Cheopsa jest kwadrat, ktérego bok ma dlugos¢ takq
samg jak jej wysokos¢. Jest to, oczywiscie, nieprawda (zob. Ryc.9: jest 440/280 = 11/7 = 1.571). “Napra-
wiajac” te wypowiedz, nieznani tropiciele zaszyfrowanych zaleznosci odczytali jg jak nastepujaco:
,2Kwadrat (zbudowany na) wysokosci piramidy jest rowny polu jej Sciany bocznej.” i znaleZli w niej ztota
liczbe! Istotnie, oznaczajac

h = 280 kubitéw ~ 146.7 m — wysokos¢ piramidy,

a = 110 kubitéw ~ 115.3 m — potowa dtugosci boku podstawy,

b — wysokos$¢ Sciany bocznej,
na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy a’+h* = b’, i dla-
tego przytoczony zapis, h* = a-b, daje zwigzek

a*+ab =b?%

wiec, po podzieleniu przez a iz oznaczeniem x := b/a
mamy 1+x = x*. Te interpretacje ksigzkq Secrets of the
Great Pyramid (=Sekrety Wielkiej Piramidy, 1971) roz-
powszechnit Peter Tompkins.

Woczesniej John Taylor (1859) i Charles Piazzi Smyth
(1864) zauwazyli, ze iloraz dhlugosci obwodu podstawy
piramidy do jej wysokosci jest w przyblizeniu rowny
liczbie Archimedesa:
8a _ 880 _ 22
h 280 7

~ 3.1429 ~

Ryc.9. Wielka Piramida Khufu, czyli Cheopsa. Jej
Resumé podstawa jest niemal kwadrat o boku mierzacym
440 kubity, jej wysokos¢ wynosi 280 kubitéw (od-
powiednio okoto 230.6 i 146.7 m), wiec boki nanie-

W poprzedniej czesci naszego cyklu zaanonsowalismy, iz ST i ks s v Simshr

powedrujemy z Pizy do Gizy, zagladajac m.in. do Pragi | p.p.(2q) = 356:280:220 ~ 1.618:1.272:1 » D:/@:1
i Qlasgow. Obletnlqy te] dot'rzymah.smy: za'qrzeh.smy dp [Manu Seyfzadeh — The mysterious pyramid on
Pizy, gdzie “narodzity si¢” liczby Fibonacciego, i do Gi- Elephantine Island: possible origin of the pyramid

zy, gdzie w wymiarach Wielkiej Piramidy dostrzega sie code, Archeolog. Discovery 5, 2017, p.187-223]
obecnos$¢ zlotej liczby, @, a wiec tej wielkoSci, o ktorej
— tak jej nie nazywajac — w Aleksandrii pisat Euklides. Hipoteze, ze ta liczba
jest granica ciagu ilorazow kolejnych liczb Fibonacciego, postawili
franfurtczyk Simon Jacob i pracujacy w Pradze Johannes Kepler. Prawdziwos$¢
tej obserwacji wykazal — lokujac kwestie w obszarze rownan réznicowych —
pracujacy w Londynie Abraham de Moivre, rozwiniecie tancuchowe podat
w Glasgow Robert Simson.

Tak wiec obietnice z poprzedniej czesSci naszego cyklu zrealizowaliSmy — i to
z nawigzka, bo zajrzeliSmy tez do Frankfurtu i Pragi. Dzi$§ zapraszamy do
dalszych wedréwek w przestrzeni iczasie, w ktorych wies¢ nas beda,
oczywiscie, liczby Fibonacciego i liczba ztota ® = (1+V5)/2 ~ 1.618.

Ryc.10. Znaczek, jaki w 1974 roku wyemitowato Saint-Pierre et Miquelon

(francuskie terytorium zamorskie, 242 km?, 5800 mieszk.). Widnieja na nim

Mikotaj Kopernik (1473-1543), Johannes Kepler (1571-1630), Isaac Newton (1643-1727)
i Albert Einstein (1879-1955) [www.philarama37.com]




