Mnich i liczby pierwsze

Barttomiej Pawlik

Dla owocnej pracy naukowej kluczowe sg regularne sledzenie najnowszych wynikow
w danej dziedzinie oraz wspotpraca miedzy naukowcami. Nie zawsze tak byto — na
przyktad Kartezjusz i Pierre de Fermat unikali czytania prac innych uczonych, gdyz
uwazali ze takie postepowanie moze za bardzo wptyng¢ na ich wiasng tworczose.

Jednym z pionieréw wspétczesnego ,spotecznosciowego” podejscia do pracy nau-
kowej byt Marin Mersenne (1588-1648), francuski mnich ze zgromadzenia minimitow
(braci najmniejszych). W klasztornej celi Mersenne'a znaleziono po jego sSmierci $la-
dy korespondencji naukowej z prawie osiemdziesiecioma (!) przedstawicielami roz-
nych dziedzin nauki'. Przez pewien czas uczony organizowat réwniez regularne, co-
tygodniowe spotkania, ktore niektorzy historycy uwazajg za pierwowzoér dziatalnosci
towarzystw matematycznych.

Mersenne byt przede wszystkim doskonatym organizatorem i mentorem dla mtodych
naukowcow, cho¢ sam nie wykazywat wybitnych zdolnosci matematycznych. Mimo to
z jego nazwiskiem nierozerwalnie zwigzane sg konkretne pojecia matematyczne.
Najbardziej znane sposrdd nich sg tak zwane liczby pierwsze Mersenne'a.

Liczbg Mersenne'a M,, nazywamy liczbe o jeden mniejszg od n-tej potegi dwojki, czyli
M, =2"—1.

Zatem poczgtkowe liczy Mersenne'a to

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n
M, 1 3 7 15 31 63 | 127 | 255 | 511 | 1023 | 2047 | 4095

Zauwazmy, ze M,, M5, Mz i M, sg liczbami pierwszymi — ten fakt moze nasung¢ po-
chopne przypuszczenie, ze jesli n jest liczbg pierwszg, to M,, rowniez jest liczbg
pierwszg. Jednak juz przyktad liczby M;, pokazuje, ze nie jest ono poprawne:

My, =21 —1 = 2047 = 23 - 89.
Mozna jednak w prosty sposob uzasadni¢ analogiczng implikacje dla liczb ztozonych:

Jezeli n jest liczbg ztozong, to M,, rowniez jest liczbg ztozong.

! Poza wspomniang wczesniej dwojkg usilnie niezaleznych (Fermat, Kartezjusz), Mersenne korespondowat
rowniez m.in. z Galileuszem, Bernardem de Bessym, Thomasem Hobbsem, czy obydwoma Pascalami.




W uzasadnieniu postuzymy sie nastepujacym wzorem skréconego mnozenia?, ktory
jest prawdziwy dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych a i b:

a?—1=(a-D@r*+a’ 2+ +a?+a+1).

Zauwazmy, ze jezeli n jest liczbg ztozong, to istniejg liczby catkowite k i b (k,b > 1)
o tej wlasnosci, ze n = k - b. Wowczas dla ztozonej liczby n mamy

M,=2"—1=2kb_1=(2K0 -1,

Z przywotanego wyzej wzoru skroconego mnozenia wynika zatem, ze liczba M,, jest
podzielna przez liczbe (2% — 1).

Mimo ze liczby pierwsze postaci (2™ — 1) byty rozwazane juz przez Euklidesa, na-
zwisko francuskiego mnicha przylgneto do nich ze wzgledu na przypuszczenie, ktére
wyrazit on zaledwie kilka lat przed smiercig. W jednym z listbw do Bernarda de Bes-
sy'ego stwierdzit, ze dla

n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257

liczby M,, sg liczbami pierwszymi, natomiast dla wszystkich pozostatych n < 258 sg
one zlozone®. Pelne sprawdzenie hipotezy Mersenne'a zakonczyto sie dopiero po
trzystu latach od jej sformutowania i wyszto na jaw, ze pomylit sie on w pieciu przy-
padkach: Mg, i M,s, okazaty sie liczbami ztozonymi, natomiast na jego liscie zabrakto
liczb pierwszych Mg, Mgy | M.

Ostatecznie przypuszczenie Mersenne'a zostato sprawdzone z wykorzystaniem obli-
czen komputerowych, jednak imponujgce czesciowe wyniki otrzymano duzo wcze-
$niej. W roku 1750 Leonhard Euler dowiodt, ze M5, jest liczbg pierwszg, natomiast
w 1876 Edouard Lucas* potwierdzit pierwszo$é liczby M, ,,.

Liczba M;, jest stosunkowo niewielka — wynosi troche wiecej niz 2 miliardy —
i sprawdzenie jej pierwszosci mozna przeprowadzi¢ recznie (oczywiscie nalezatoby
temu przedsiewzieciu poswieci¢ sporo czasu) — wystarczy wykazac, ze nie jest po-
dzielna przez zadng z 4792 liczb pierwszych® mniejszych od pierwiastka kwadrato-
wego z Ms;.

2 Poprawnos$¢ wzoru mozna sprawdzi¢ poprzez wymnozenie nawiaséw po prawej stronie réwnosci i —
otrzymamy sume wyrazéw, wsrdd ktérych jest (b-1) par liczb przeciwnych, co oznacza, ze suma redu-
kuje sie do réznicy, ktoéra jest zapisana po lewej stronie wzoru.

® Liczb pierwszych mniejszych od 258 jest 55.

* Edouardowi Lucasowi zawdzieczamy postugiwanie sie terminem liczby Fibonacciego - matematyk
rozpowszechnit nazwe honorujgcg Leonarda z Pizy (XII-XIll wiek) nie majgc pojecia o tym, Ze te liczby
byty znane juz w starozytnych Indiach. Lucas jest rowniez autorem znanej gry o wiezach z Hanoi.

® Euler wykazat sie niematym kunsztem ograniczajac zbiér potencjalnych dzielnikéw pierwszych, ktére
nalezy sprawdzi¢. Zauwazyt, ze wystarczy przeanalizowa¢ tylko te liczby pierwsze, ktére przy dziele-
niu przez 248 dajg reszte 1 lub 63 — w rozwazanym zakresie sg tylko 84 takie liczby.



Analogiczne podejscie do badania pierwszosci M, ,-, bytoby catkowicie beznadziejne®
— W zapisie dziesietnym ma ona 39 cyfr.

Lucas wykazat sie niebywatg pomystowoscig. Udato mu sie opracowaé szybki algo-
rytm, ktéry mozna zastosowac¢ do badania pierwszosci liczb Mersenne'a, gdy n przy
dzieleniu przez 4 daje reszte 3.

Rozwazmy nastepujacy cigg, ktdrego pierwszy wyraz jest rowny 4, a kazdy kolejny to
kwadrat poprzedniego elementu pomniejszony o 2. Poczagtkowe wyrazy tego ciggu to:
a, =3
a,=32-2=7
as =7>—2=47
a, = 482 — 2 = 2302

Lucas wykazat, ze

dla liczby pierwszej p, ktora przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3, liczba M, jest liczbg
pierwszg wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona dzielnikiem wyrazu a,_; ciggu.

Jak widaé, elementy przedstawionego ciggu rosng catkiem szybko, ale i z tym mozna
sobie poradzi¢ — wystarczy wspomoc sie arytmetykg modularng. Chcgc zbadac
pierwszo$¢ ustalonej liczby M,,, mozemy kazdy interesujgcy nas element ciggu a,

zastgpic resztg z dzielenia tego elementu przez M,,.
W tym kontekscie czesto korzysta sie z zapisu
a =g b,

ktéry czytamy ,a przystaje do b modulo k”, a rozumiemy w nastepujacy sposob:
.reszty z dzielenia liczb a i b przez k sg takie same”.

Zilustrujmy dziatanie powyzszego testu na przyktadzie liczby M, = 127. Rozwazmy
reszty z dzielenia elementéw ciggu a,, przez M,:

a, =3=,,,3
a,=32-2=7=15,7

a3 =72 —2 =47 =1,, 47

Ay =157 47% — 2 = 2207 =,,, 48

a5 5127 4‘82 - 2 = 2302 5127 16
a6 5127 162 - 2 = 254‘ 5127 O

Wyraz aq przystaje do 0 modulo M,, co oznacza, ze liczba M, jest dzielnikiem liczby
ae, Wiec z twierdzenia Lucasa wynika, ze M, jest liczbg pierwszg!

®Dla poréwnania, liczb pierwszych mniejszych od /M, ,, jest okoto 300 biliardéw. Zatem reczne sprawdzanie
pierwszosci liczby M, ,, poprzez dzielenie jej przez liczby pierwsze nie wieksze niz jej pierwiastek bytoby za-
jeciem naprawde czasochtonnym: przyjmijmy ze zaczniemy dzisiaj wieczorem ibedziemy sprawdzaé po
jednej liczbie pierwszej na sekunde bez Zadnych przerw. Skonczymy prace za 10 miliardéw lat, czyli mniegj
wiecej wtedy kiedy, zgodnie z aktualnymi przewidywaniami, umrze Storice.



Metoda Lucasa zostata uogolniona (dla dowolnego nieparzystego n) pot wieku poz-
niej (w 1930 r.) przez Derricka Lehmera i znana jest jako test Lucasa-Lehmera.

Do dzis nie wiadomo, czy liczb pierwszych Mersenne'a jest nieskonczenie wiele. Mi-
mo to miedzy innymi wtasnie prostota testu Lucasa-Lehmera sprawita, ze od wielu
dekad poszukiwania kolejnych liczb pierwszych Mersenne’a sg Scisle powigzane
z odpowiedzig na nastepujgce pytanie:

Jaka jest najwieksza znana obecnie liczba pierwsza?

W 1996 roku John H. Conway i Richard K. Guy w popularnonaukowe] Ksiedze liczb
napisali, ze w momencie, gdy ktos czyta ich ksigzke, najwieksza znana liczba pierw-
sza jest najpewniej liczbg Mersenne'a. Przypuszczenie okazato sie wyjgtkowo trafne
— w ciggu 25 lat od publikacji wspomnianej ksigzki lider rankingu najwiekszych zna-
nych liczb pierwszych zmienit sie kilkanascie razy, ale za kazdym razem byta nim
liczba Mersenne'a’. Najwigkszg znang obecnie® liczbg pierwszg jest odkryta 12 paz-
dziernika 2024 roku liczba

— 72136279841
M136 279841 — 2 -1

)

ktora w zapisie dziesietnym ma ponad 41 milionow cyfr. Nowa liczba pierwsza Mer-
senne’a — tak jak pietnascie poprzednich — zostata odkryta dzieki projektowi GIMPS
(Great Internet Mersenne Prime Search), czyli darmowemu ogdlnodostepnemu opro-
gramowaniu stuzgcemu do wyszukiwania liczb pierwszych Mersenne'a w wyniku ob-
liczeh rozproszonych, w ktorych wykorzystuje sie mozliwos¢ wspotdzielenia zasobdow
obliczeniowych (procesora i pamieci operacyjnej komputerow). Odkrywcg liczby
pierwszej M, ;. 5454, JESt Luke Durant — matematyk-amator z Kalifornii.

Motywacje do szukania ogromnych liczb pierwszych mogg by¢ rézne. Praktycznym
elementem tych badan jest fakt, ze duze liczby pierwsze znajdujg konkretne zasto-
sowania, np. w kryptografii. Podchodzgc do takiej zabawy pragmatycznie — mozna na
niej tez zarobic¢. Obecnie za odkrycie nowej najwiekszej liczby pierwszej GIMPS ofe-
ruje 3 tysigce dolarow (jezeli zostanie ona odkryta przy uzyciu tego oprogramowa-
nia). Amerykanska organizacja pozarzadowa Electronic Frontier Foundation oferuje
150 tysiecy dolaréw za odkrycie liczby pierwszej majgcej co najmniej 100 milionow
cyfr w zapisie dziesietnym® i 250 tysiecy dolaréw za liczbe pierwsza majaca co naj-
mniej miliard cyfr.

" Ostatni okres, w ktérym najwieksza znana liczba pierwsza nie byta liczbg Mersenne'a przypada na
lata 1989-1992. Prym wiodta wtedy liczba 391 581 - 2216193 — 1,

® Jest to informacja, ktéra prawdopodobnie szybko sie zestarzeje. Odstepy miedzy nowymi rekordzi-
stami ostatnimi laty nie sg wieksze niz kilka lat.

9 Jezeli odkrywca znajdzie takg liczbe korzystajgc z GIMPS, to otrzyma tylko jedng trzecig tej kwoty.



